Prvocisla obsahuji libovolné dlouhé aritmetické
posloupnosti

Martin Klazar*

1 Uvod

Tak pravi nazev preprintu [21] uverejnéného 8. dubna 2004 na preprintovém
servru arXiv [55] a popisuje presné hlavni vysledek:
Véta 1.1! (Greenova-Taova v&ta). Prvocisla obsahuji aritmetickou
posloupnost délky k pro kazZdé prirozené cislo k.
Jinak Teceno, pro kazdé prirozené ¢islo k existuje k-tice prvocisel p; < ps <
. < pi takova, ze pos — py = p3 —p2 = -+ = pp — Pr_1. (Napf. aritme-
tické posloupnosti 5, 11, 17, 23, 29 nebo 199, 409, 619, 829, 1039, 1249,
1459, 1669, 1879, 2089 jsou tvoreny prvocisly.) Autofi, B. Green a T. Tao
2 dosahli velkého priilomu v teorii prvodisel a v teorii éisel viibec. Jejich
vysledek vzbudil okamzité velkou pozornost a zajem. Bezpochyby se zaradili
do c¢iselné-teoretické ,,siné slavy* po bok Dirichleta, Riemanna, Vinogradova,
Erdése a dalsich (viz oddil 3). Cilem tohoto ¢lanku je zaclenit jejich vysledek
do historického kontextu (oddil 3) a zejména ¢tendfi pfiblizit metody, které
Green a Tao pro dikaz své véty o prvocislech pouzili (oddil 2). Protoze [21]

*Doc. RNDr. Martin Klazar, Dr. (1966), Katedra aplikované matematiky a Institut
teoretické informatiky, Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Malostranské namésti 25, 118
00 Praha 1, e-mail: klazar@kam.mff.cuni.cz

1Cislovéani definic, vét, tvrzeni a lemmat p¥ebirdme z [21].

2Ben Green (1977) ziskal titul Ph.D. v r. 2002 na Univerzité v Cambridge pod vedenim
T. Gowerse. Od r. 2005 je profesorem na Univerzité v Bristolu. Terence Tao (1975) ziskal
titul Ph.D. v r. 1996 na Princetonské Univerzité pod vedenim E. Steina. Od r. 2000 je
(,,full“) profesorem na UCLA v Kalifornii. Z jeho mnoha ocenéni zminnme alesponn medaile
na Mezindrodni matematické olympiddé: bronzova v r. 1986, stiibrna v r. 1987 a zlata v
r. 1988.



ma témér 50 stran, v tomto ¢lanku jde pochopitelné jen o prehled, nicméné
podavame presné formulace pouzitych vysledki (v origindlnim ¢islovani prace

[21]).
Dikaz véty 1.1 je efektivni, dava konkrétni funkci f : N — N takovou,
ze mnozina {1,2,..., f(k)} pro kazdé k obsahuje aritmetickou posloupnost

délky k slozenou z prvodisel. Tao v [50] uvadi, ze lze vzit

Green a Tao modifikaci dikazu véty 1.1 dokézali jeji zesileni, vétu 1.2: Je-li
P mnozina vSech prvocisel a podmnozina ) C P spliuje lim sup,,_, . % =
¢ >0 (Q(n) je pocet prvki g v Q, ¢ < n, podobné P(n)), musi () obsahovat
libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti. Je znamo, ze pro @1 = {p € P :
p=4n+1} mame c = 1/2 a kazdé p € Q; je soucet dvou étverci (p = a®+b?
pro dvé prirozend Cisla a, b, viz ¢ast 3). Véta 1.2 tedy dava (naptiklad) dosud
neznamy fakt, ze existuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti tvorené
soucty dvou ¢étverci. (Napi. 37 = 12 + 6%, 61 = 5% + 6%, 85 = 92 + 22,
109 = 102 + 3? je takova posloupnost délky 4.)

2 Dukaz Greenovy a Taovy véty o prvocislech

Ptirozend ¢isla {1,2,...} ozna¢ime N a mnozinu {1,2,..., N}, pro N € N,
jako [N]. Symboly Z, Q, R a C oznacuji mnoziny celych, racionalnich,
readlnych a komplexnich ¢isel. Je-li A kone¢nd mnozina, symbol |A| ozna-
¢uje pocet jejich prvki (jinak znamend absolutni hodnotu). Aritmetickou
posloupnosti délky k& v N se rozumi k-tice ¢isel x + ir, kde z,r € N a
i =0,1,...,k — 1. Okruh Z/NZ (s¢itani a nasobeni modulo N) oznacime
Zy a jeho prvky reprezentujeme cisly 0,1,..., N — 1. Pro redlnou funkci
f : A — R na konecné mnoziné A necht symbol E(f) oznacuje stiedni
hodnotu E(f) = E(f(z) | « € A) = ﬁ > zca f(2). Nezdporna funkce
v: Zy — RT se nazyva mirou, pokud E(v) = 1 + o(1). Symbol o(1), resp.
O(1), zde a déle vzdy oznacuje redlnou funkci e(/V) hlavniho parametru N
(velikosti zdkladni mnoziny Zy) takovou, ze pro N — oo mame e(N) — 0,
resp. funkce |e(N)| je omezend. Zavisi-li tato funkce na dal$ich parametrech,
jsou vétSinou uvedeny v indexu, nap¥. og(1). Symbol O(F), kde F' je funkce
N, je zkratka pro O(1)F, podobné o(F'). Parametr £ > 3 je béhem dikazu



pevny a znamend (az na pripad k-pseudondhodnosti) délku aritmetické po-
sloupnosti. Aby se prvky 1,2,...,k daly v Zy multiplikativné invertovat,
predpoklada se, ze N je velké prvocislo.

Klicovym néstrojem ditkazu véty 1.1 je Szemerédiho 2 véta [46]: Pro kaZdé
redlné & > 0 a prirozené k > 3 existuje Ng = Ny(0, k) tak, Ze pro N > Ny
a X C [N] spliugici | X| > 0N mnozina X nutné obsahuje aritmetickou
posloupnost délky k. Szemerédiho vétu lze ekvivalentné preformulovat nasle-
dujicim zpisobem.

Véta 2.3 (Szemerédiho véta). Necht 0 < 6 < 1, k > 3 jsou dané
konstanty, funkce f : Zy — R spliiuje 0 < f(x) < 1 pro kaZdé ¢ € Zy a
E(f) > 6. Potom pro kaZdé N plati

k-1
E( II f(z+ir) | z,re ZN) > c—o5x(1),
i=0

kde ¢ = c(k,0) > 0 je kladnd konstanta zdvisejici jen na 6 a k.

Green a Tao svou vétu dokézali ve dvou krocich.

1. Relativni Szemerédiho véta. Z véty 2.3 odvodili Relativni Szeme-
rédiho vétu, kterd fika toto (pfesnou formulaci podéame za chvili): Pro kazde
6 >0 ak >3 emistuje Ny = Ny(0,k) tak, Ze jakmile N > N, a X C Zy je k-
pseudondhodnd mnoZina, kazdad jeji podmnozina X C X spliugjici | X| > §| X|
obsahuje aritmetickou posloupnost délky k.

2. Obaleni prvocisel pseudondhodnou mnozZinou. Ozna¢me P =
Py C Zy mnozinu vSech prvocisel mensich nez N. Green a Tao nalezli
zpusob, jak krok 1 pouzit pro prvocisla. Dokazali, ze pro kazdé £ > 3 a
dostatecné velké N existuje k-pseudondhodnd mnozina P C Zy a konstanta
6 =6(k) > 0 tak, e P D P a |P| > §|P|.

Oba kroky dohromady davaji, Ze mnozina prvocisel obsahuje libovolné
dlouhé aritmetické posloupnosti. Podivejme se na né detailnéji.

2.1 Relativni Szemerédiho véta

Zformulujme nyni zobecnéni Szemerédiho véty, které je jadrem celého du-
kazu. Od véty 2.3 se lisi ,pouze pfidanim k-pseudondhodné miry v (definice
k-pseudondhodnosti nasleduje za vétou), kterd koncentruje funkci f.

3Endre Szemerédi (1941) je madarsky matematik, €len Madarské akademie véd.



Véta 3.5 (Relativni Szemerédiho véta). Necht 0 < § < 1, k > 3
gsou dané konstanty, v : Znx — R7T je k-pseudondhodnd mira a funkce
f: Zy — R spliuje 0 < f(z) < v(z) pro kazdé x € Zy a E(f) > §. Potom
pro kazdé N plati

k-1
E(Hf(x—HLr) | z,r € ZN) > c— o05(1),

1=0

kde ¢ = c(k,0) > 0 je kladnd konstanta zdvisejici jen na 6 a k.
Konstanta c je tataz v obou vétach. Co se rozumi k-pseudonédhodnosti?

Definice k-pseudonidhodnosti. Mirav : Zy — R je k-pseudondhodnd,
splnuje-li nasledujici dvé podminky:

Podminka linedrnich funkci. Necht o;(z) = Y% Lijz; + by, i € [m], je m
linedrnich funkci o ¢ proménnych, kde b; € Zy, m < k2¥1, ¢t <3k —4 a L;;
jsou racionalni ¢isla, jejichz citatele a jmenovatele v absolutni hodnoté ne-
presahuji k; L;; chdpeme prirozenym zpisobem jako prvky Zy. Pfedpoklada
se, ze matice (L;;) nemd nulové fadky a zadny radek neni nasobek jiného
radku. Potom (pro kazdou volbu takovych funkei ;) plati

E(f[ly(z/)i(x)) |z € zﬁv) — 1+ 0g(1).

Korelacni podminka. Pro kazdé prirozené éislo m, m < 21 existuje

vahova funkce 7 = 7,,, : Zy — R, jejiz vSechny momenty jsou omezené (tj.
E(79) = Of4(1) pro kazdé ¢ € N) a pro kazdou m-tici (ne nutné riznych)
cisel hy, ..., h,, € Zy plati

E(ﬁy(w+hi) |z € zN) < Y r(hi—hy)

i=1 1<i<j<m

Pov§imnéme si, ze definice miry je specidlnim pripadem podminky line-
arnich funkci a ze v korela¢ni podmince mame m linearnich funkei x + h;, v
odpovidajici matici se tedy opakuje jediny tadek Ly = Loy = --- = L,,; = 1.

Struktura dikazu Relativni Szemerédiho véty. Dikaz pouziva tti

vysledky: vétu 2.3 a niZe uvedend tvrzeni 5.3 a 7.1. Vétu 2.3 (Szemerédiho
vétu) Green a Tao nedokazuji; pro jeji dikazy viz [46], [12], [13], [18], [48] a



[49] 4. Podivejme se na zbylé dva vysledky.

Prow € Qg = {0,1}¢ a h € Z% oznadime w - h = wihy + - - + wghy. Pro
d € N a funkci f : Zy — R definujeme tzv. Gowersovu normu uniformity
U? (nézev zavedeny Greenem a Taem)

1/2¢
||f\|Ud:E< I flz+w-h) |x€ZN,h€Z§’V) .

weQy

Neni tézké vidét, ze tato stfedni hodnota je vzdy nezaporna, lze ji tedy
umocnit na 1/2¢ a definice je korektni. Naptiklad ||f|l;n = (E(f)?)Y/? =
IE(f)|; || - [lon je jen seminorma (mizZe byt 0 i pro nenulovou funkci f). Lze
ukazat, ze || - ||y« je pro d > 2 norma.

Tvrzeni 5.3 (zobecnéna von Neumannova véta). Necht jsou dany k-
pseudondhodnd mira v : Zy — R™ a k-tice funkci fo, f1,..., fo_1: Zy — R
splniugicich | fi(z)| < 14 v(x) pro kazdé x € Zy ai=0,...,k— 1. Potom

k—1

E<Hfz-(:)3—|—z'r) 2,7 € zN> <O( min ||fillpir) + o(1).

Fairs 0<i<k—1

Systém B podmnozin mnoziny Zy se nazyva o-algebrou (na Zy), jestlize
obsahuje mnoziny () a Zy a je uzavieny vzhledem k operacim priniku, sjed-
noceni a doplnku. Atomem B rozumime minimalni neprazdnou mnozinu v B.
Atomy tvori rozklad mnoziny Zy. Podminénd stiedni hodnota f vzhledem k
B je, pro danou funkci f : Zy — R a o-algebru B, funkce E(f | B) : Zy — R
definovana vztahem E(f | B)(z) = |A(1—$)| Yyeaw) f(y), kde A(x) je atom ob-

sahujici z (tato funkce je konstantni na kazdém atomu).

Tvrzeni 7.1 (zobecnéna Koopman-von Neumannova véta). Budte
diny 0 < e < 1, k-pseudondhodnd mira v : Zy — R™ a funkce f : Zy — R
splniugici 0 < f(z) < v(z) pro kaZdé x € Zy. Potom pro dostatecné velké N
existuje o-algebra B na Zy a jeji mnozina ) € B tak, Ze

L. Yseav(z) = 0:(N);

4Novy kombinatoricky diikaz Szemerédiho véty a jejich zobecnéni nalezli neddvno ne-
zavisle V. Rodl a jeho studenti (B. Nagle, M. Schacht, J. Skokan) a T. Gowers. Vojtéch
Rodl (1949) je Cesky matematik ptsobici trvale na Emory University v Atlanté v USA.
Timothy Gowers (1963) je profesor na Univerzité v Cambridge ve Velké Britanii; v r. 1998
mu byla udélena Fieldsova medaile.




2. E(v — 1| B)(z) = 0.(1) stejnomerné pro x probihajici Zy\S2;
3. [lg—E(g | B)|lpe-r < 2", kde g se rovnd f na Zy\Q a je 0 na Q.

Dikaz tvrzeni 5.3 méa asi 4 strany, vyuziva Cauchy-Schwarzovu nerovnost
a k-pseudondhodnost v. Diikaz tvrzeni 7.1 zabira asi 12 stran a objevuje se
v ném napiiklad klasickd Weierstrassova véta o aproximaci spojité funkce
polynomy.

Dtkaz véty 3.5. Za pomoci tii vyse uvedenych vysledki je uz dikaz
snadny (pil strany) a struéné ho nazna¢ime. Mé&me §, k, v a f jako ve
vété 3.5 a ¢ > 0 bud libovolné pevné. Tvrzeni 7.1 ndm (pro dana e, k,
v, f) poskytne o-algebru B a mnozinu @ € B. Polozime f = g + h, kde
g=f—E(f|B)ah=E(f|B). Sttedni hodnotu

k—1

SzE(Hf(x+z'r) 2,7 € zN)
i=0
z dokazované véty 3.5 diky linearité E vyjadiime jako
k—1 k—1
S = (Hh:z:Jrzr)\erZN)nLZE(H g(v:ih)(a:Jrz'r)\x,rEZN)
1=0
= M+ FE,

kde suma F obsahuje vSech 2% —1 sé¢itanci, v nichZ se v souc¢inu alespon v jed-
nom faktoru objevuje funkce g. Vyjime¢nou mnozinu €2 mizeme podle tvrzeni
7.1.1 zanedbat. Mimo ni se podle tvrzeni 7.1.2 podminéné stfedni hodnota
E(v | B) chovéa zhruba jako konstantni 1, a M tak mtzeme odhadnout oby-
¢ejnou Szemerédiho vétou 2.3: M > c(k,d) —og s.(1). Kazdy z 2F —1 séitanci
sumy F je maly diky tvrzeni 7.1.3 a tvrzeni 5.3, a tak E = O(¢'/?") + o(1).
Dohromady dostaneme S > ¢(k,8) — O ('/?") — 04 5.(1). Protoze & > 0 lze
volit libovolné, dolni odhad E(-) z véty 3.5 je dokdzan.

2.2 Obaleni prvocisel pseudonahodnou mnozinou

Von Mangoldtova funkce A : N — R a Mdébiova funkce u: N — {—1,0,1}
se definuji vztahy A(n) = logp, je-li n mocninou prvodcisla p, a A(n) = 0
jinak a p(n) = (—1)", je-li n soufinem r raznych prvodisel, a u(n) = 0 jinak
(ale u(1) = 1). Plati identita

=Y p(d) log(n/d),

dln



coz je Mobiova inverze identity logn = 3=, A(d), kterd plyne hned z definice.
Fulerova funkce ¢ : N — N dand formuli ¢(n) =n(1 —1/p;)...(1 —1/p,),
kde p; jsou prvocisla délici n, udava pocet ¢isel m € N, m < n, nesoudélnych
s n. Symbol p bude vzdy oznacovat prvocislo.

Z Prvodiselné véty (pocet prvocisel mensich nez x je asymptoticky z/ log z)
plyne, ze E(A(n) | n € Zy) = 1+ o(1). Kdyby existovala k-pseudondhodné
mira v a konstanta ¢ = ¢(k) > 0 tak, ze v(n) > cA(n) pro kazdé n € Zy,
véta 3.5 by okamzité implikovala Greenovu-Taovu vétu (protoze E(cA) =
c+o(l) > > 0 pro velkd N a ¢isla tvaru n = p" s r > 2 lze zanedbat).
Takova mira v vSak neexistuje. Pro ¢ € N totiz v musi byt rozdélena zhruba
rovnomérné mezi q zbytkovych tiid modulo ¢, kdezto A je koncentrovana na
©(q) t¥idach nesoudélnych s q. Protoze lim inf ¢(q)/q = 0, pro velkd N kyZena
majorizace nemize platit. Jednoduchd strategie ,nalezni k-pseudonahodnou
miru v majorizujici az na konstantni faktor funkci A“ tedy nefunguje.

Tuto potiz Green a Tao obesli tzv. W-trikem. Necht w = w(N) je pomalu
rostouci funkce (sta¢i napf. w = logloglog N) a necht

w=w®) =] »

p<w

Modifikovand funkce A je definovana vztahem

~ 20V log(Wn +1) je-li Wn + 1 prvodislo,
A(n) = .
0 jinak.

Vsimnéme si, ze pokud n probihé aritmetickou posloupnost, probihéa jii Wn+
1. Takto pozménéna A uz ma k-pseudondhodnou majorantu.

Tvrzeni 8.1. Necht ¢, = m a N je dostatecné velké prvocislo. Po-
tom existuje k-pseudondhodnd mira v : Zy — R tak, Ze

1
v(n) 2 Lok+5

A(n)

plati pro kazZdé n z intervalu e, N < n < 2e;N.

7Z véty 3.5 a tvrzeni 8.1 uz Greenova-Taova véta plyne jednoduse. (Cte-
nare mozna napadnou dva technické problémy. 1. Chceme aritmetickou po-
sloupnost v N a ne pouze v Zy. To je pravé ,oSetfeno“ omezenim n na
interval [ex N, 2, N]. 2. Nechceme ,degenerované“ aritmetické posloupnosti
typuz+ir, 0 < i< k—1,7r = 0. Ty vSak do E(-) ve vété 3.5 pfispivaji
pouze O(log® N/N) = o(1) a nemaji 7adny vliv.)

7



Jak je mira v z tvrzeni 8.1 definovana?

Definice majoranty. Zkrdicend von Mangoldtova funkce Ag(n), kde R >
0 je parametr, je definovana vztahem

Y. wl(d)log(R/d) =) p(d)log, (R/d),
din,d<R din

kde log, x = max(0,logz). Funkci Ag zkoumali Goldston a Yildirim ([15],
[16], [17]) v souvislosti s odhady mezer mezi prvodisly.

Definice 8.3. Necht R = Nk '27**
R™ definujeme formuli

{ ) A Ar(Wn+1)? pron € [gxN, 28, N],

a €, je jako vyse. Funkciv : Zy —

_ log R
v(n) = 1 : Jinak.
O takto definované funkci Green a Tao ukazali, ze ma vlastnost majoranty
z tvrzeni 8.1 (lemma 8.4), ze je mirou (lemma 8.7) a Ze je k-pseudondhodné
(tvrzeni 8.8 a 8.10). Tim jsme dokondili prehled dikazu véty 1.1. Nyni popi-
Seme, jak Green a Tao dokazali k-pseudondhodnost v.

Jak sami uvadéji, obvyklé postupy z teorie sit (sieve theory), které se
snazili aplikovat, se ukazovaly jako nedostate¢né mocné. Pak jim A. Gran-
ville poradil, aby zkusili pouZzit novou metodu pro odhady funkce Ag po-
moci komplexni integrace, kterou vyvinuli D. Goldston a C. Yildirim ° pii
vyzkumu velikosti mezer mezi prvocisly. Green a Tao zjistili, ze Goldstonova-
Yildirimova metoda se presné hodi pro ziskdni asymptotik soucini ¢tverct
funkce Ag, které jsou zapotiebi k dikazu k-pseudondhodnosti majoranty.

Dukaz k-pseudonahodnosti majoranty v metodou Goldstona a
Yildirima.

Tvrzeni 8.5 (Goldston a Yildirim). Uvazme m linedrnich funkci
vi(z) = Z;Zl Lijx; + b, i € [m], ot proménnych, kde L;j a b; jsou celd
¢isla, pricemz |Ly;| < w(N)Y? a matice (L;;) nemd nulové fadky a Zddny
radek neni ndsobek jiného. Necht B = I X ... x I, kde I; C R je t intervali,

kazdy o délce alespori R1™. Potom pro dostatecné pomalu rostouci funkci

w(N) plati
B( f[ AR(Wii(@) + 1) |2 € BOZ') = (1+ oma(1) (w)m

(W)

>Daniel Goldston (1954) je profesorem na San José State University v Kalifornii v USA.
Cem Yalgin Yildirnm (1961) ptsobi na Bogazi¢i University v Istanbulu v Turecku.




Podminka linearnich funkci pro v (jakoz i vlastnost E(v) = 1 + o(1)) se
dostane aplikaci tvrzeni 8.5. Podobné tvrzeni 8.6, které v tomto pirehledu
neuvadime, se pouzije pro diitkaz korelacni podminky.

V dikazu tvrzeni 8.5 se vySe uvedend stfedni hodnota vyjadii (az na
malou chybu) pomoci integralt (nadédle i = v/—1) jako

m Rz]—i—u]
F(z,u) —5—— dzj du;
I j= 1 Z] u]
m sz+uj
= ( zj uj HM )Hszj du;,
I deeij , djie j=1 %Y
kde 2m-krat komplexné integrujeme po draze 'y = {10 ztiT: TE R}, z =
ZlyeveyZm @A U = UL,...,U, j& 2m komplexnich promennych, d=d,...,d,

ae=ey,...,e, jsou m-tice prirozenych c¢isel, a
1 .
My.(p) = o {z € Z}: Vje[m]pldje; = Wip(z) +1 =0}

(Pro pevné d, e je My(p) # 1 jen pro kone¢né mnoho prvocisel p.) Pri této
transformaci se vyuzije definice funkce A g, zdména poradi sumace a integralni
reprezentace funkce log, (vystupujici v definici Ag):

1 x?
log, = = 3 /1“ ) dz
pro kazdé reédlné z > 0 a piimku I' = {a + it : 7 € R}, @ > 0. (Tento
integral se snadno spocte pomoci rezidui a integrace pres dostatecné velky
obdélnik s jednou stranou na I'.)

Pro reélné o > 0 ozname D™ = {(z,u) € C*": —o < Re(z;), Re(u;) <
100, j € [m]}. Pro funkci G = G(z,u) 2m proménnych, holomorfni v oblasti
D, necht Vi(G, D) oznacuje nejvétsi supremum sup, ,.p |0G(z,u)|, kde 0G
probiha parcidlni derivace G fadu nejvySe [. Funkce F'(z,u), vystupujici ve
vySe uvedeném 2m-nasobném integralu, se pomoci eulerovskych soucinii pres
prvocisla faktorizuje jako F' = G1G2G3, kde

_ ﬁ I (1—p %) 1 —p ') ﬁ C(1+ 2 + uy)

ety 1—p 15w =1 C(1+ ZJ)C(I + Uj)



(C(s) =TI,(1 —p~*)~" = Tp>1n~* je Klasickd Eulerova-Riemannova dzeta
funkce). Takze Gj je holomorfni pro Re(z;), Re(u;) > 0. Funkce Gy a G
jsou dany slozitéjsimi eulerovskymi souciny, ale zato jsou holomorfni i trochu
nalevo od 0, totiz v D = DYJ,., a spliuji G1(0,0) = 1+ on(1), G2(0,0) =
(W/o(W)N™, Vi (G1, D) < Op(1) a Vi (G, D) < w(N)9m(0) (lemma 9.3).
Vyse uvedeny 2m-nésobny integrél, pocitajici E(-) z tvrzeni 8.5, Green a Tao
nakonec spocitali pomoci nasledujiciho lemmatu, které také pripsali Goldsto-
novi a Yildirimovi v [17].

Lemma 9.4. Necht G(z,u) je funkce 2m komplexnich proménngch zd-
visejict © na redlném parametru N > 0, ktera je holomorfni v D = DI* pro
néjaké o > 0 a splituje odhad Vi, (G, D) = exp(Opm(log"? R)) . Potom

C(1+ 2 + uj) R7its

- G
Iy (Z,U ]E[lé. 1—}—2‘7)4-(1"'_“‘7) Z2U2

de de

mi)™ Jr,

= G(0,0)10g™ R+ Omo(V;(G, D)10g" ™7 R) + Opn (™Y1 )
j=1

pro néjaké 6 = §(m) > 0.

Hledand asymptotika pak plyne aplikaci lemmatu 9.4 na G = G1G3 a 0 =
1/6m. (Protoze R = N* '27""" a w(N) roste pomalu, predpoklad lemmatu
9.4 0 V,,(G, D) je splnén a G(0,0)log™ R je tadové vétsi nez dalsi cleny.)
Dikaz lemmatu 9.4 probiha indukci podle m a zabird v Appendixu preprintu
[21] asi 4 strany. Pouziva rezidui, deformaci integra¢ni dréhy a standardniho
vysledku o oblasti v C bez nulovych bodi funkce ((s) (ten je zapotiebi kvili
¢ ve jmenovateli integrandu). 7

3 Struc¢na historie V}'fzkumu prvoéisel

«y e

nim z nejkrasnéjSich a nejvyznamnéjsich odvétvi matematiky. Praktickd di-
lezitost prvocisel pro kryptografii a prenos informace vsak byla objevena az
nedavno, v 70-tych letech 20. stoleti. Uvedme nékteré nejvyznamnéjsi milniky
historie jejich vyzkumu. Greenova-Taova véta je jisté jednim z nich.

R = R(N) je funkce N. Lemma se pouZije s R definovanym v definici 8.3.
TV z4¥i 2004 Tao v [51] pfifel se zjednodusenym diikazem tvrzeni 8.5, ktery uz viibec
nepotiebuje tyto vlastnosti ((s).
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e Euklides ve 4. stoleti pred Kristem uvedl ve svych ,Zakladech® dikaz
nekone¢nosti poc¢tu prvocisel ([2]).

e P. de Fermat (1601-1665) v r. 1640 vyslovil vétu: Je-li p prvocislo, pak p
déli n? — n pro vSechna n € N. Tuto tzv. Malou Fermatovu vétu v r. 1736
dokéazal Euler ([8], [36]).

e L. Euler (1707-1783) téz dokazal dalsi Fermatovo tvrzeni, Ze kazdé prvocislo
tvaru 4n+1 je soucet dvou ¢tvercit ([8]). Déle odvodil identitu [T,(1—p~*)~" =
> n>1m° (plati pro s > 1, dokonce pro Re(s) > 1) a ukézal, ze fada Y-, p~"
diverguje.

e C.F. Gauss (1777-1855) v r. 1794 ukazal, ze pro kazdé prvodislo p tvaru
22" + 1 lze sestrojit pravidelny p-tihelnik pravitkem a kruzitkem ([25], [26],
[45]). V r. 1796 nalezl dikaz zdkona kvadratické reciprocity a snad jeSté
diive empiricky odvodil Prvociselnou vétu: 7w(x) ~ x/logx ¢i presnéji w(z) ~
li(z) = [5(dt/logt) ([14]). (Symbol 7(z) tradi¢né oznacuje poclet prvocisel
neptesahujicich z.)

e P. Dirichlet (1805-1859) v r. 1837 dokazal, 7e pro kazdd dvé nesoudélnd
¢isla a,m € N (nekoneénd) aritmeticka posloupnost {a+im : i =0,1,2,...}
obsahuje nekone¢né mnoho prvocisel ([6], [33], [42], [52]).

o P. L. Cebysev (1824-1894) v r. 1852 dokézal slabou formu Prvociselné véty:
Pro z > 2 a dvé kladné konstanty ¢y, ¢ plati c;z/logz < w(z) < cox/logz
([14], [33], [52]).

e B. Riemann (1826-1866) v r. 1859 publikoval prelomovou praci [39], v niz
nacrtl komplexné-analytickou metodu diikazu Prvociselné véty a k niz se vaze
slavnd Riemannova hypotéza, jeden z nejznamejsSich otevienych matematic-
kych problémi soucasnosti: pokud ((s) = 0 a Re(s) > 0, pak Re(s) = 1/2

(1391, [7))-

e J. Hadamard (1865-1963) a Ch. de la Vallée Poussin (1866-1962) v r.
1896 nezavisle na sobé podali pomoci metod komplexni analyzy prvni dikaz
Prvociselné véty ([7], [14], [52], [54]).

e V. Brun (1882-1978) v obdobi po 1. svétové valce prikopnickymi pracemi
vytvoril novou ciselné-teoretickou disciplinu, metody sita. Podarilo se mu
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napt. dokazat, ze existuje nekonecné mnoho dvojic ¢isel n,n + 2 takovych,
ze obé maji nejvyse 9 prvociniteld (pocitanych s nasobnosti) ([3], [20]).

e L.G. Snirelman (1905-1938) r. 1930 publikoval vétu, podle niz je kazdé
pfirozené ¢islo n, n > 2, sou¢tem omezené mnoha prvocisel ([47], [44], [32]).

e I. M. Vinogradov (1891-1983) v r. 1937 dokazal, Ze kazdé dostatecné velké
liché ¢islo je souctem tii prvocisel ([53], [19], [32]).

e P. Erdds (1913-1996) a A. Selberg (1917) v r. 1949 nalezli elementérni
dikaz Prvociselné véty nepouzivajici komplexni analyzu ([9], [41], [28], [33],
[34]).

e Jin-run Chen (1933-1996) v r. 1966 dokézal, Ze existuje nekonecné mnoho
prvocisel p tak, ze p + 2 je také prvocislo nebo soucin dvou prvodisel ([23],
[24], [32]).

e Ju.V. Matijasevi¢ (1947) v r. 1970 vyfesil Desaty Hilbertiv problém (uka-
zal, Ze TeSitelnost celociselné polynomidlni rovnice celymi ¢isly je algoritmicky
nerozhodnutelné tloha). Z jeho feSeni plyne, ze existuje celociselny polynom
P(z,...,z,) tak, Ze mnozina N N P(IN") je pravé mnozina prvocisel ([29],
[30], [5], [31]).

e V.R. Pratt (1944) v r. 1975 ukézal, ze vlastnost ,byt prvocislo“ patii v
teorii slozitosti do t¥idy tzv. NP probléma ([37], [4], [35]).

e M. Rabin (1931) v r. 1976 navrhl polynomidlni pravdépodobnostni algorit-
mus pro testovani prvociselnosti ([38], [4], [27], [35]).

e R. Rivest (1947), A. Shamir (1952) a L. Adleman (1945) v r. 1978 publi-
kovali kryptograficky systém s verejnym klicem, pozdéji podle jejich inicial
nazvany RSA systémem, zaloZzeny na obtiznosti faktorizace ¢isel na prvocisla
([4], [35], [40]).

e P. Shor (1959) v r. 1994 predlozil kvantovy polynomiélni algoritmus pro
faktorizaci prirozenych ¢isel na prvodcisla ([43], [4]).

e J. Friedlander (?) a H. Iwaniec (1947) v r. 1998 ukézali, Ze existuje neko-
neéné mnoho prvocisel tvaru 22 + y*, z,y € N ([10] a [11]).
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e D.R. Heath-Brown (1952) v r. 2001 ukézal, ze existuje nekoneéné mnoho
prvodisel tvaru x° + 2y3, z,y € N ([22]).

e M. Agrawal (1966), N. Kayal (?) a N. Saxena (1981) v r. 2002 spole¢né
nalezli prvni deterministicky polynomialni algoritmus pro testovani prvoci-
selnosti ([1]).

Podékovani. Tato prace vznikla diky podpore grantu LNOOA056 Minister-
stva gkolstvi, mladeze a télovychovy CR.
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