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1. UvoDb DO RAMSEYOVY TEORIE

Hricka. Ve spolecnosti sesti lidi se vidy vyskytugi 3 lidé, kteri se navzajem
znaji, nebo 3 lidé, kteri se navzdjem neznaji.

Drikaz. Spolecnost namodelujeme jako graf G, jehoz vrcholy budou lidé a hrana
mezi nimi povede, pokud se navzajem znaji. Zvolme libovolny vrchol v grafu G.
Z vrcholu v vedou alesponn 3 hrany nebo 3 nehrany. At jsou to nejprve hrany
a at vedou do vrchold z, y, z.

Pokud mezi témito tfemi vrcholy existuje byt jen jedind hrana, nalezli jsme
trojuhelnik. A pokud mezi nimi Ziddnd hrana neni, mame z nich nezavislou
mnozinu. Kdyz uvazujeme nehrany, je postup shodny. O

Predeslou hiicku mizeme povazovat za jedno z prvnich netrividlnich tvrzeni,
jimz fikdme souhrnné ramseyovské vety. Takové véty obvykle fikaji, ze v kazdém
dostatecné velkém objektu lze najit néjaky stejnorody podobjekt. V mnoha pri-
padech se ukazuje prekvapiva skutecnost, ze pro existenci vnitini pravidelnosti
stac¢i pouhy predpoklad dostatecné velikosti zkoumaného objektu. Populdrné a
ponékud nepiesné vyjadieno, uvniti dostatecné velkych objektd ,neni mozny
totalni chaos“. V této kapitole ukazeme nékolik nejznaméjsich ramseyovskych
tvrzeni.

Od hricky tedy prejdeme k plnohodnotnému tvrzeni, jez roku 1930 v mirné
odlisné podobé publikoval anglicky matematik a ekonom Frank Ramsey.

Véta (Ramseyova pro grafy). Pro kaZdé ptirozené cislo n existuje ptiro-
zen€ cislo N tak, Ze libovolny graf na N wvrcholech obsahuje uplny podgraf na n
vrcholech nebo nezavislou mnoZinu n vrcholi.

Trochu obecnéji: Pro kaZdd prirozena cisla n a r existuje prirozené cislo N
takove, Ze je-li kazda hrana grafu Ky obarvena néekterou z r barev, potom exis-
tuge jednobarevny podgraf K, , tedy uplny podgraf na n vrcholech, jehoz vsechny
hrany maji stejnou barvu.

Jak plyne prvni ¢ast ze druhé? Kazdou hranu daného grafu na N vrcholech
nahradime ¢ervenou hranou, zatimco kazdou nehranu nahradime modrou hra-
nou. Tim dostaneme graf K s hranami obarvenymi ¢ervené a modrfe, a pro
néj pouzijeme druhou ¢ast véty s r = 2.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme vétu pro dvé barvy (r = 2). AZ z ni odvodime vétu
pro libovolny pocet barev.
Definujme ¢islo R(k,{) takto:

. ~kazdy Ky s hranami obarvenymi Cervené a modie ob-
E(k, £) := min {N’ sahuje ¢erveny K; nebo modry K, '

Cislu R(k, /) se ¥ikd Ramseyovo ¢islo (pro grafy a pro dvé barvy).

Pottebujeme dokazat, ze R(n,n) < oo, ale ve skuteCnosti ukazeme, ze do-
konce R(k, /) je kone¢né pro kazdé k, £. Pijdeme na to indukci podle &k + £.

V pripadé k = 1 nebo ¢ = 1 stac¢i vybrat jeden libovolny vrchol. Mame tedy
R(1,0) =1, R(k,1) =1.

Predpoklddejme tedy, ze R(k — 1,¢) je konecné a ze R(k,¢ — 1) je konecné.
Dokazeme, 7e téz R(k, ) je konecné. Konkrétné ovérime, ze

R(k,¢) < R(k —1,0) + R(k,£ — 1).

Polozme N = R(k — 1,¢) + R(k,£ — 1) a uvazme graf Ky s libovolnym
obarvenim hran dvéma barvami, ¢ervenou a modrou. Ukazeme, Ze obsahuje
podgraf Kj se vSemi hranami cervenymi nebo podgraf K, se vSemi hranami
modrymi.

Zvolme libovolny vrchol v tohoto K. Zbyvajici vrcholy rozdélime na dvé
mnoziny A a B: Mnozina A je tvorena vrcholy, do nichz vedou z vrcholu v
cervené hrany, a mnozina B sestavd z vrcholl, do nichz vedou z vrcholu v
modré hrany.

Méme |[A|+|B|=N-1=R(k—1,{)+ R(k,{—1)—1,atedy |A| > R(k—1,¢)
nebo B > R(k,{ —1).

Predpokladejme nejdiiv, ze |A| > R(k — 1,¢). Kdyz podgraf indukovany
mnozinou A obsahuje ¢erveny Kj,_1, pripojime k nému vrchol v a mame ¢erveny
K. Pokud v A 7Zadny cerveny K 1 neni, musi tam byt modry K.

Pro |B| > R(k,f — 1) je tivaha podobné. Kdyz B obsahuje modry K, i,
ptfipojime k nému vrchol v a dostaneme modry K. V opac¢ném priipadé B
obsahuje cely cerveny Kj.



UVOD DO RAMSEYOVY TEORIE 7

Vsechny moznosti tedy vedou k existenci jednobarevného K nebo Ky, a
podle predchozich Gvah taktéz ke konecnosti R(k,£). Tim je Ramseyova véta
pro grafy dokdzana pro dvé barvy.

UvaZme nyni t¥i barvy. Polozime M = R(n,n) a N = R(n, M), kde R(k,¥)
je Ramseyovo cislo zavedené vyse. Je-li dan graf Kn s hranami obarvenymi
¢ervenou, modrou a zlutou, slijeme nejdiiv barvy modrou a zlutou do jediné,
zelené. Tim mame Ky obarvené Cervené a zelené, a podle definice R(n, M)
v ném najdeme cerveny K, nebo zeleny Kj;. V prvnim ptipadé jsme hotovi.
Ve druhém pripadé mame K s, jehoz hrany jsou v ptvodnim ¢erveno-modro-
zlutém obarveni jen modré a zluté. Protoze jsme volili M = R(n,n), najdeme
v nasem Kjp; modry K, nebo zluty K,. Tim je dokazana véta pro 3 barvy.

Pro ¢étyti barvy prevedeme stejnym postupem problém na vétu pro tii barvy,
a tak dale. Véta tedy plati pro libovolny kone¢ny pocet barev.

Lze také nahlédnout, Ze pro libovolny konec¢ny pocet barev uspéje postup po-
dobny, jaky jsme pouzili pro dvé barvy. Zadefinujeme Ramseyovo ¢islo R(k1, k2,

., k) pro r barev a v indukci volime velikost grafu jako soucet r takovych
Ramseyovych cisel. O

Vétu jesté déle zobecnime, namisto hran grafu (tedy dvojic vrchol) budeme
mit obarvené p-tice prvki.

Ramseyova véta pro systémy p-tic. Pro vsechna prirozend cisla n,r,p exis-
tuge prirozené cislo N tak, Ze kdykoli X je N-prvkovd mnozZina a kaZdd jeji
p-prvkova podmnozZina je obarvena nékterou z barev 1,2,...,r, pak existuje n-
prvkova mnozina Y C X takovd, Ze vsechny jeji p-prvkové podmnoziny mayji
stegnou barvu.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle p. Pro p = 1 jde o Dirichletv pri-
hradkovy princip a pro p = 2 je to Ramseyova véta pro grafy (dvojice prvka
jsou hrany grafu).

Na chvili si mysleme, Ze potfebnou velikost N mnoziny X uz zndme a p-tice
prvki X jsou obarveny r = 2 barvami. Polozime X := X a udéldme nasledujici
krok prot =1,...,2n — 1:

e Zvolime libovolny prvek z; € X;_; a obarvime kazdou (p — 1)-prvkovou
podmnozinu S mnoziny X;_; \ {z;} tou barvou, jiz mé p-tice SU {z;}.
Podle indukéniho predpokladu existuje dostatecné velkd podmnozina
X; mnoziny X;_1 \ {z;}, v niz vSechny (p — 1)-tice maji stejnou barvu
b;.
Neékterd z barev se objevi (z prihradkového principu) mezi barvami b; alespon
n-krat, dejme tomu cervend. Potom {x;; b; = Cervend} je hledanou n-prvkovou
mnozinou Y. Velikost N mnoziny X tedy lze zvolit dostatecné obrovskou (ale
stéle jesté konec¢nou) tak, aby mnozina X postacila na v8echny kroky.

Pro r > 2 barev je mozné vétu dokazat nékolika zpiisoby. Mizeme napriklad

provadét vice krokd, pro i = 1,2,...,rn — 1, a opét si vS§imneme, Ze ¢islo NV



8 KOMBINATORIKA A GRAFY L.

lze zvolit dostatecné velké, aby byly vSechny argumenty spravné. Anebo lze
pouzit prebarvovaci metodu témér stejné jako v Ramseyoveé vété pro grafy. Dvé
barvy slijeme do jediné, aplikujeme vétu na mensi pocet barev, ¢imz dostaneme
¢islo N, a vétu pouzijeme jesté jednou, tentokrat pro n := N. O

Ramseyova véta pro p-tice se také ¢asto zapisuje touto zkratkou:
N — (n)P.

Zmaceni ¢teme: ,Velikost N libovolné mnoziny X, na niz vSechny p-tice obar-
vime nékterou z r barev, postacuje pro existenci homogenni podmnoziny veli-
kosti n.“

Pouziti Ramseyovy véty pro p-tice ukdzeme v nasledujicim tvrzeni.

Véta (Erdés, Szekeres). Pro kaZdé k existuje N takové, Ze libovolnd N -
prvkovd mnoZina bodi v roviné v obecné poloze (Zddné 3 body nelezi na primce)
obsahuje mnozinu vrcholi konvexniho k-uhelniku.

Diikaz. Nejdiive geometrickou avahou dokdzeme specidlni pripad véty s k = 4.
7 toho a z Ramseyovy véty pro p-tice, s p = 4, pak odvodime ptipad obecny.

Misto ,,mnozina vrcholid konvexniho k-tthelniku“ budeme tikat také .,k bodi
v konvexni poloze®.

Ukazeme, ze pro k = 4 sta¢i N = 5. Vezméme libovolnych pét boda v roviné
v obecné poloze a sestrojime jejich konvexni obal. Mize to byt bud pétithelnik
nebo ¢tyruhelnik (v téchto pripadech jisté mame 4 body v konvexni poloze),
anebo trojihelnik. V pripadé trojuhelniku vzdy miizeme sestrojit ¢tyiprvkovou
mnozinu v konvexni poloze vynechanim jednoho vrcholu trojahelniku: Ptimka
spojujici dva vnitini body vzdy odfizne jeden vrchol trojihelniku.

Nyni necht k& > 4. V libovolné k-prvkové mnoziné bodi v obecné poloze
obarvime kazdou c¢tverici v konvexni poloze cervené, zatimco kazdou détverici,
kterd neni v konvexni poloze, obarvime modre.

[ ] [ ] [ ) @
cervené modfie
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Ramseyova véta s p = 4, r = 2 a n = k 1ik4, Ze existuje N-bodova mnozina
X a jeji k-bodova podmnozina Y takova, ze vSechny ctverice na ni maji tutéz
barvu. ProtoZe uz na péti bodech existuje néjaka cervend Ctverice (piipad k =
4), vechny ¢tvefice na Y budou Cervené, nebude se v ni vyskytovat ani jedna
nekonvexni ¢tverice, takze body mnoziny Y lezi v konvexni poloze. O

Pozndmka. Vétu je také mozné dokazat metodami kombinatorické geometrie,
odhad nutné velikosti mnoziny vyjde jejich pouzitim daleko nizsi, nicméné dikaz
pomoci Ramseyovy véty je podstatné jednodussi.
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2. ToKY Vv siTicH

2.1 Definice a formulace hlavni véty.

Definice. Siti nazveme ¢tvetici (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf,
z a s dva rtizné vrcholy grafu G (fikdme jim zdroj a stok) a kapacita c: E — R}
je funkce ohodnocujici hrany nezadpornymi redlnymi ¢isly.

Tok v siti je kazda funkce f: E — RS spliujici

(1) Pro kaZdou hranu e € E plati 0 < f(e) < c(e).

(2) Pro kazdy vrchol u € V mimo zdroj a stok plati

Y flwu)= ) fluy).

(z,u)EE (u,y)EE

Velikost toku je

w(f)= >, flza)— > flz,2).

(Z,:I})EE (ﬂf,Z)EE

Priklad sité:

Priklad toku v této siti:

Budeme zkoumat, jaky maximdalni tok mutze danou siti prochazet. Nasim
predchozim ptikladem prochéazi tok velikosti © + %, ktery vSak zfejmé maxi-
malni neni.
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Sit si lze predstavovat jako soustavu jednosmérnych vodovodnich trubek, kde
kazd4d méa predepsanou maximalni propustnost, a dvé vyznacnd mista — zdroj a
stok. Ve zdroji poustime vodu dovnitr a ve stoku voda vytéka ven. Tok je potom
rozvrzeni, jak skutec¢né v nagich trubkach voda proudi. Trubkou nesmi téci vice,
nez je jeji kapacita, a vodovod ,,neni déravy“ — to, co vtece do urcitého vrcholu
sité (s vyjimkou zdroje a stoku), zase vyteCe ven. (Druhd podminka je také
ve fyzice zndma pod ndzvem Kirchhoffiv zakon, konkrétné prvni Kirchhofftv
zdkon.) Velikosti toku se rozumi mnozstvi vody, které prebyva ve stoku, nebo
ekvivalentné kolik vody je tireba posilat do zdroje. Ackoli se to z ndhledu jevi
ziejmé, v definici velikost toku zavedeme jako mnozstvi vody posilané do zdroje
a rovnost obou veli¢in ukdzeme formalné pozdéji.

Skutecnosti o tocich v sitich, které si ukdzeme, se samoziejmé nevztahuji
pouze na cistou teorii, hloubavy ¢tenar jisté sam vymysli mnozstvi aplikaci
v praxi. Zminme napiiklad systémy telefonnich linek (hrany jsou kabely a tok
jsou hovory ¢i datové prenosy), elektrické rozvody, finan¢ni sité (penézni toky),
dopravni sité (tok vozidel dopravnimi komunikacemi).

Zacneme nasledujicim:

Tvrzeni. Pro kaZdou sit existuje maximalni tok.

Toto tvrzeni neni viibec samoziejmé. Toki je nekonec¢né mnoho a jejich ve-
likosti jsou obecné redlnd cisla, a tedy je tfeba opatrnost (napriklad interval
I = (0,1) na realné ose nemé maximum). Dikaz tvrzeni pouzivd metody ma-
tematické analyzy a pro nas je spiSe postrannim tématem, takze ho odlozime
az na konec kapitoly. Pro celociselné a raciondlni kapacity navic dostaneme
existenci maximalniho toku jednodu$sim zptsobem, taktéz uvedenym pozdéji.

Ted zavedeme dalsi dulezity pojem: fez.

Definice. Rezem mezi zdrojem z a stokem s v siti (G, z, s, ¢) nazveme mnozinu
hran R C E(G) takovou, ze v siti (G', z, s, ¢) neexistuje zadna orientovand cesta
ze zdroje do stoku, kde G' = (V(G), E(G) \ R).

Kapacita Tezu je c(R) =) g c(e).

V této kapitole budeme pro kratkost fikat fezu mezi z a s prosté fez.!

Narozdil od toki je fezi koneéné mnoho (nejvys tolik jako vSech podmnoZin
mnoziny E), a tudiZ zjevné existuje fez miniméalni kapacity. Nyni vyslovime
nejdulezitéjsi vysledek o tocich.

Hlavni véta o tocich. (,,Maximdni tok je roven minimdlnimu tezu“) Pro
kaZdou sit se velikost maximalniho toku rovnd kapacite minimdlniho rezu:

max w(f) = mi

R
7 tok Iy o(R)

1Pojem ez mé ve skutednosti mnohem &ir$i vyznam, zde vS8ak nebude hrozit nebezpe&i
zmateni.
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rezy

toky

2.2 Dukaz hlavni véty.
Zacneme podrobnéjsim studiem fezii. Zavedeme konvenci pro znaceni mno-
ziny hran, které vedou z ¢asti sité A do ¢asti B:

S(A,B) ={(z,y); 2 € A,y € B, (z,y) € E}
(hrany jdouci obracenym smérem, z B do A, do S(A, B) nepatri!). Pro kapacitu
a velikost toku analogicky
c¢(A,B) = ¢(5(4, B))
F(AB)=f(S(4,B)= ) fle)
e€S(A,B)
Je dobré si uvédomit nasledujici vice ¢i méné viditelné vlastnosti rezi.

Vlastnost 1. Rozdélime-li sit na dvé disjunktni podmmnoZiny vrcholi A a B
tak, Ze z € A a s € B, potom mnozZina S(A, B) je fez (Tikdime mu elementdrni
rez).

Dukaz. Kdyby existovala orientovana cesta ze zdroje do stoku, museli nutné
jistou hranou prejit z mnoziny A do mnoziny B. Takovi hrana vSak podle
definice pat¥i do S(A, B), mnozina S(A, B) tedy tvoii fez. O
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Vlastnost 2. KazZdy rez obsahuje elementdrni rez.

Guvip”

Diikaz. Vezmeme mnozinu A vrcholid, do kterych vede v rozfiznuté siti orien-
tované cesta ze zdroje. Rez R potom obsahuje elementérni fez S(A,V \ A),
protoze kdyby hrana e = (u,v) z S(A,V \ A) nepatfila do fezu R (tedy u € A,
ale v ¢ A), existovala by orientovand cesta z, ..., u,v v rozfiznuté siti, takze by
byl v € A. O

Vlastnost 3. KaZdy v inkluzi minimadlni rez R je elementdrni; minimdlni v in-
kluzi znamend, Ze R\ {e} neni fez pro Zidnou hranu e € R.

Diikaz. Plyne jednoduse z Vlastnosti 2. O

Lemma. Pro kaZdou A C V obsahujici zdroj a ne stok a pro libovolny tok f
plati ’U)(f) - f(Aa V\A) _f(V\Aa A) Speczdlné tedy ’lU(f) - Z(m,s)EE f(xa S) -

Z(s,g})EE f(S, Z)
Diikaz. Pro kazdy vrchol u z A mimo zdroj plati Kirchhoffiv zadkon

qua: Zfa:u—O

(u,z)EE (z,u)eFE
pro zdroj pak
> o) = Y flz,2)=w(f)
(z,2)€EE (z,2)EE

Sec¢teme dohromady do jediné rovnice levé strany a pravé strany predchozich
rovnic. Dostaneme tim

Yol D fww— ) f@uw | =w(f),

u€A \(u,z)€E (z,u)€EFE

> o) =Y flu,0) = w(f),

po Upravé

ucA ugA
vg A vEA
coz je presné f(A,V\ A) — f(V\A,A) =w(f). O

KdyZz dame dohromady zjisténa fakta, dostaneme nasledujici nerovnost mezi
maximalnim tokem a minimdlnim fezem, jez je snadnéjsi ¢asti hlavni véty.
7 trubkové analogie se sice zda byt zfejmou, nicméné chceme-li ji dokazat po-
ctivé, da to néjakou praci.
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Dusledek. Pro kaZdy tok f a kaZdy tez R je w(f) < ¢(R). TudiZ mazimdlni
tok je nejuys roven minimdlnimu rezu.

Diikaz. V daném fezu R je obsazen néjaky elementarni fez S(A,V \ A) takovy,
7e z € A. Pro velikost toku f potom plati

w(f) = F(AVNA) = VA A) < fIAVNA) <A,V A).

V fezu R jsou oproti elementdrnimu fezu S(A,V \ A) néjaké hrany dokonce
navic, takze mame c(A4,V \ 4) < ¢(R). O

Ted zavedeme klicovy pojem nasycené cesty. Dosud jsme mluvili o orien-
tovangch cestach (a také jsme to peclivé zduraznovali). Po zbytek této kapi-
toly budeme cestou rozumét posloupnost (vo,e1,v1,€2,.-. ,Vm—1,Em,Vm), kde
Vo, - - - ,Um, jSOU navzajem rizné vrcholy uvazované sité, a pro kazdé ¢ je e; =
(vi—1,v;) nebo e; = (v;,v;—1). Ignorujeme tedy orientaci hran a napiiklad cesta
ze zdroje do stoku (o takovych budeme nyni hlavné hovofit) muze vypadat

treba takto:
z /\q—A—o S

Definice. Cesta v pravé uvedeném smyslu se nazyva nasycend (vzhledem k da-
nému toku f), pokud pro néjakou hranu e; = (v;_1,v;) orientovanou po sméru
je f(e;) = c(e;) nebo pro néjakou hranu e; = (v;,v;_1) orientovanou proti je
f(e) = 0. Cesté, kterd neni nasycend, budeme tikat nenasycend. Nenasycené
cesté ze zdroje do stoku také ¢asto Fikdme (hlavné v popisu algoritmi) zlep-
$ujici cesta.? Tok nazveme nasyceny, kdyz kazda cesta ze zdroje do stoku je
nasycena.

Nasycend cesta je tedy takova, podél niz se tok neda zvétsit. Nyni ukdzeme
dilezité vlastnosti maximalniho toku.

Tvrzeni. Tok f je maximdlni, prave kdyZ je nasyceny. Pro kaZdy maximdlni
tok f existuje fez R takovy, Ze w(f) = c¢(R).

Diikaz. Nejdiiv sporem dokdZeme, Ze maximalni tok je nasyceny. Necht je f ma-
ximalni a presto nenasyceny. Potom existuje zlepSujici cesta P. Nyni najdeme
mozné vylepSeni toku ve sméru ze zdroje do stoku

e1 = min{c(e) — f(e); e € P orientovana po sméru}

a vylepSeni proti sméru

g9 = min{ f(e); e € P orientovana proti sméru}

27, anglického augmenting path.
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a vezmeme mensi z nich: ep = min{e;,e2}. Cesta P je nenasycend, proto ep >
0. Stavajici tok f zménime na nasledujici tok f':

f(e) +ep e € P orientovana ve sméru ze zdroje do stoku
f'(e) =< f(e) —ep e € P orientovand proti sméru

f(e) eé¢ P.

Diky volbé ep se nepiekroc¢i kapacity hran a f’(e) nebude nikdy zdporné. Pro-
toze v ramci jednoho vrcholu z cesty P se Cislo ep pricte i odecte, zistane
v platnosti i Kirchhoffiv zdkon. Mame tedy korektni novy tok f’ a zaroven
w(f') = > f'(z,z) = > f'(z,2) = w(f) + ep, tedy dokonce lepsi tok nez f.
Tok f nebyl maximalni, coz je spor.

Nyni dokazeme, ze je-li tok f nasyceny, pak je maximalni. Zvolime mnozinu A
takovych vrcholl v, Ze existuje nenasycend cesta ze zdroje do v. Tok je nasyceny,
bude tedy z € A, ale s ¢ A. Pro kazdou hranu e € S(A,V \ A) plati f(e) = c(e)
a pro kazdou hranu e € S(V'\ 4, A) plati f(e) = 0.

Velikost toku je

w(f)=FfA,V\NA) -f(V\AA) =c(A,V\A) -0=c(4,V \ A).

Vime, ze vidy w(f) < ¢(R) pro kazdy tok f i fez R, a my jsme zde dokonce
nyni nagli fez R takovy, ze w(f) = ¢(R). Tok f tedy urcité bude nejvétsi mozny.
Zaroven jsme zkonstruovali fez R, pro ktery plati rovnost w(f) = ¢(R). O

Pozorny ¢tenar si moznd vSiml, Ze uz jsme dokazali celou hlavni vétu o to-
cich: Vime, Ze pro danou sit existuje maximalni tok f, podle druhé ¢asti praveé
dokazaného tvrzeni k nému existuje fez o kapacité w(f), a ten je nutné mini-
malni.

2.3 Fordiav—Fulkersontuv algoritmus.
Diikaz hlavni véty o tocich dava jednoduchy algoritmus na hleddni maximal-
niho toku.

Algoritmus (Ford, Fulkerson).

(1) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.

(2) Pokud existuje zlepSujici cesta P, najdi ¢ p jako v diikazu predchozi véty,
vylepsi cestu P a opakuj tento bod tak dlouho, dokud néjaké nenasycend
cesta existuje.

(3) Stavajici f je maximélnim tokem.

Kdyz je moznych zleps§ujicich cest vice, zdmérné jsme nezminili, jakou presné
vybrat, ani presnou implementaci jejich hledani. Prozatim predpokladejme, Ze
algoritmus vybira naprosto libovolnou zlepsujici cestu.
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Pozorovani. Jsou-li vsechny kapacity v siti raciondlni cisla, je Forduv—Ful-
kersoniv algoritmus konecny. Pro sit s raciondlnimi kapacitami tedy doka-
zuje existenci mazimalniho toku. Navic mazimalni tok vypocteny Fordovym—
Fulkersonovym algoritmem je raciondlni, respektive celociselny pro celociselné
kapacity.

Dikaz. Po ptipadném vynéasobeni vSech kapacit jejich spole¢nym jmenovatelem
muzeme predpokladat, ze kapacity jsou dokonce celociselné. Potom e v algo-
ritmu bude vzdy alespon 1, a velikost toku se tudiz zvysi v kazdém kroku
alespon o 1. Algoritmus proto nutné skonéi, a tedy najde nasyceny tok, jenz je
i maximalni.

Algoritmus v priitbéhu své ¢innosti ¢isla pouze séita, takze ve vysledném toku
nemohou vzniknout jina ¢isla nez celd, tedy po vydéleni spoleénym jmenovate-
lem raciondlni. O

To, ze v kazdé celociselné ohodnocené siti je maximalni tok celociselny, se
vyborné hodi pro nejriznéjsi aplikace existen¢niho charakteru, jako napriklad
hledani parovani v bipartitnich grafech, a podobné.

Bohuzel existuje sit ohodnocend iraciondlnimi ¢isly, na niz Fordav-Fulker-
soniiv algoritmus nedobéhne, a dokonce ani nebude konvergovat ke spravnému
vysledku.

Priklad. Prvni priklad sité, kde Fordiv—Fulkersoniiv algoritmus neskon¢i, po-
dali sami autofi algoritmu. My si ukdzeme podstatné jednodus$si sit navrzenou
Uri Zwickem, na které 1ze simulovat vypocet ¢leni posloupnosti {a,} defino-
= @ Protoze 12 = 1 —r,
2 — pn — ptl plati

vané ap = 1, a1 =7 a apt2 = Gp — Apy1, kde 7
prenasobenim obou stran rovnice ¢islem r™ dostaneme r
tedy a, = r". Vezmeme nasledujici sit a cesty pi, p2 a ps3:

D1

D3

3 4

Kapacity nastavime takto: c(e;) = ap = 1, c(e2) = a1 = r, c(ez) = 1 a
ostatnim hranidm priradime néjakou dostatecné velkou kapacitu M. Maximalni
tok v nasi siti je ztejmé 2M.
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Zacneme s nulovym tokem a jako prvni cestu pouzijeme (z,a,b,c,s). Ta
nastavi na hrany e, es,e3 po fadé tok (0,0,1) a aktudlni velikost toku tedy
bude 1. Néasledné budeme opakované pouzivat posloupnost zlepsSujicich cest
P1,P2,P1,Ps3- Jak se v prubéhu kazdé iterace méni rezidudlni kapacity (tj. to, co
chybi k plnému nasyceni hrany) hran eq, ez, e3:

(@n,nt1,0) = (@nt2,0,an41) = (Gny2, Gnyr1,0) —

= (0, an+3, any2) = (ant2, ants,0).

V kazdé iteraci se tak tok zvétsi o 2a, + 2a,41 a jeho vylepSovani se nikdy
nezastavi. Navic jeho velikost bude konvergovat k hodnoté 1+23%">° , a, = 3,
coz je mens$i nez hodnota maximéalniho toku.

Priklad. Ani v celodiselnych sitich Fordiv—Fulkersoniiv algoritmus nepobézi
prilis rychle. Pokud v nésledujici siti (kde za M zvolime néjaké hodné velké
¢islo) bude stfidavé vylepSovat obé cesty délky tri, tak potom pobézi v Case
umérném M.

Existuji mnohem rafinovanéjsi algoritmy, kone¢né a rychlejsi, ty vSak ne-
patii do tohoto textu. Nékteré z nich jsou variantami ptvodniho Fordova-—
Fulkersonova algoritmu, v nichz se zlepSujici cesty voli néjakou pokrodilejsi
metodou. Poznamenejme jen, ze pokud v kazdém kroku Fordova—Fulkersonova
algoritmu pouzijeme nejkratsi moznou zlepsujici cestu, skonéi algoritmus pro
libovolné redlné kapacity, a dokonce v pocétu krokii, omezeném polynomidlni
funkci poc¢tu hran sité.

2.4 Toky v sitich a linearni programovani.

S toky v sitich se d4 zachazet také z pohledu linedrni algebry. Cirkulace v ori-
entovaném grafu G = (V, E) je libovolné funkce f: E — R spliujici v kazdém
vrcholu Kirchhoffiv zékon:

Y f@wv)- Y flwz)=0.

(z,v)EE (v,z)EE

Tuto podminku miizeme stru¢né zapsat jako Dg f = 0. Zde Dg je matice inci-
dence orientovaného grafu G: radky jsou indexovany vrcholy, sloupce hranami,
a prvek matice na pozici (v,e) je +1 pokud v je pocatecni vrchol e, —1 pokud
v je koncovy vrchol e, a 0 jinak. Pritom f zde chapeme jako sloupcovy vektor
indexovany hranami.
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Tok v siti obecné neni cirkulace, protoze Kirchhoffiv zdkon se nepozaduje
pro zdroj ani pro stok. Jednoduchym trikem ale miizeme z kazdého toku udé-
lat cirkulaci v upraveném grafu. Mé&me sit (G, z,s,c), kde G = (V, E). Pro
jednoduchost predpokladejme, Ze (s, z) € E. Definujeme novy orientovany graf
G' = (V,E'"), kde E' = EU{(s,2)} vznikne z E ptiddnim hrany (s, z). Po-
lozime také kapacitu c(s, z) rovnu ,dostatecné velkému ¢islu®“, ¢ili napriklad
souctu kapacit vSech ostatnich hran. Je-li dan libovolny tok f v ptivodni siti,
definujeme cirkulaci f' na G': f'(e) = f(e) pro e € E, a f'(s,z) = w(f). Je
snadné si rozmyslet, ze hleddni maximalniho toku v siti je ekvivalentni hledani
takové cirkulace f’ v grafu G’, jejiz hodnota na kazdé hrané je mezi 0 a c(e), a
jez maximalizuje f'(s, z).

Tato nova formulace umoznuje zapsat tlohu maximélniho toku jako tlohu
linearniho programouvant, tj. ilohu nalézt feseni dané soustavy linearnich rovnic
a nerovnic, které maximalizuje danou linedrni funkci. Konkrétné, lloha maxi-
malniho toku je ekvivalentni aloze

max{f'(s,2); f' e RF Daf =0, f' <e¢, f' >0}.

Zde opét interpretujeme f' a ¢ jako |E’|-slozkové redlné vektory, a rovnost ¢i
nerovnost mezi vektory znamend rovnost ¢i nerovnost po slozkach.

Resenim obecnych tloh linedrniho programovéni se zabyva dobie vyvinuta,
teorie. Z vét této teorie se dé odvodit i vétsina vysledkid o tocich, napriklad
hlavni véta ¢i existence maximalniho toku. I spousta dalSich vysledk v kom-
binatorice, zejména v kombinatorické optimalizaci, souvisi s linearnim progra-
movanim.

2.5 Existence maximalniho toku.

Na zavér jesté slibeny dikaz existence maximalniho toku i v iracionalné
ohodnocenych sitich. Dal$i mozné ditkazy plynou z vét teorie linedrniho pro-
gramovani ¢i vlastnosti Fordova—Fulkersonova algoritmu vybirajiciho nejkratsi
zlepSujici cestu.

Diikaz existence maximdlniho toku. Vétsinu tihy dikazu (ktery bude spiSe tech-
nického razu) prevedeme na vétu ze zdkladniho kurzu matematické analyzy,
kterd rika, ze spojitd funkce na kompaktni mnoziné nabyva svého maxima.
Staci tedy ovérit, ze mnozina vSech toki

F={f; f je tok} C R

je kompaktni a ze funkce w: F — R je spojitd. Mnozina F je podmnozinou
| E|-rozmérného euklidovského prostoru, protoze kazdy tok se dd zapsat jako
| E|-slozkovy vektor.

Spojitost w. Zadefinujeme projekce w.: F — R jako w.(f) = f(e), ¢ili sadu
funkei pro kazdou hranu vracejicich hodnotu f(e), a uvédomime si, 7e vSechny
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projekce 7, jsou spojité. Projekce . se da totiz predstavit jako skalarni soucin
vektora f a (0,...,0,1,0,...), kde 1 je na pozici hrany e. Spojitost skalarniho
soucinu se snadno ovéri primo z definice. Na velikost toku

Z fZZL‘ Z f.’l?Z Z 7"-(2/.,.7:)(f)_ Z 7T(a:,z)(f)

(z,2)€EE (z,2)€EE (z,2)EFE (z,2)EE

se lze pro danou sit divat jako na linedrni kombinaci kone¢ného poctu projekei,
a je tedy téz spojita.

Kompaktnost F. Pripomenme, zZe v euklidovském prostoru je mnozina kom-
paktni, praveé kdyz je uzaviena a omezend. Mnozina F se dd uzavrit do krabicky
[1.c [0, c(e)], je tedy omezené. Pro kazdy vrchol u definujeme mnozinu F,, tokt
f € R¥l a zarovenr podobné jako v predchozim odstavci zavedeme vrcholovou
projekci my,:

Wu(f)

{f, > flz) - > fl= —0}={f; mu(f) = 0} = 7, ({03)

(u,z)eE (z,u)EE

Projekce m, je opét spojita, protoze je linedrni kombinaci koneé¢ného poctu spo-
jitych hranovych projekci. Nyni pouzijeme trik z matematické analyzy. Plati
véta, ze vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni je opét uzaviend mno-
zina. Projekce 7, spojitd je a jednoprvkova mnozina {0} skute¢né je uzaviend.
A mnozina F je uzaviend, nebot

F= (1 Fun]]l0ce)]

ueV\{z,s} eckE

a prlniky i kone¢né sjednoceni uzavienych mnozin jsou opét uzaviené mno-
ziny. O
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3. MIRA SOUVISLOSTI GRAFU

Graf muZzeme rozdélit (znesouvislit) jak odebranim hran, tak odebranim vr-
chol. Budeme zkoumat stupné souvislosti grafu, tedy miru, nakolik je dany
graf pri odebirani hran, resp. vrchold odolny proti rozpadnuti.

Definice. Hranovy ez v grafu G = (V, E) je mnozina hran F' C E takova, Ze
graf G' = (V,E \ F) je nesouvisly.
Vrcholovyj fez v grafu G = (V, E) je mnoZzina vrcholi A C V takové, ze graf
G'"=(V\AEN (V;A)) (¢ili indukovany podgraf G[V \ A]) je nesouvisly.
Pomoci rezli zavedeme dva stupné souvislosti, hranovou a vrcholovou.
Definice. Hranovd souvislost je
k.(G) = min{|F|; F C E je hranovy fez}.
Vrcholova souvislost je
min{|A|; A CV je vrcholovy fez} pro G 2 K,
ky(G) =
n—1 pro G =2 K,,.

U vrcholové souvislosti je treba zvlast oSettit uplné grafy, protoze v nich
neexistuje vrcholovy fez (odebranim libovolné mnoziny vrcholi se graf nikdy

vvvvvv

lové) k-souvisly, kdyz je k.(G) > k (resp. k,(G) > k). Pokud se odebranim
libovolné hrany (resp. vrcholu) snizi stupen souvislosti, rika se také, ze graf je
kriticky hranové (resp. vrcholové) k-souvisly.

Nabizi se prirozend otazka, jak spolu k,(G) a k.(G) souvisi. Ukdzeme, Ze
pro libovolny graf G je k,(G) < k.(G). Prvni napad, vzit za kazdou hranu
z hranového tezu néjaky jeji vrchol, bohuzel nefunguje, neni totiz Gplné jasné,
ktery konec vybrat, aby vznikl korektni fez. (Viz tieba graf C4, kde bychom
zvolili dva sousedni vrcholy.)

K dikazu si nejprve pripravime dvé technickd tvrzeni tikajici vpodstaté to,
ze odebranim hrany se hranova i vrcholova souvislost snizi nejvyse o jednu.

Lemma. Pro kaZdy graf G a libovolnou jeho hranu e plati

ke(G) —-1< ke(G - 8) < ke(G)
Diikaz. Vezmeme minimalni fez F'. Mnozina hran F' = F'\ {e} je potom fezem
v grafu G — e, ne nutné minimalnim, ale kazdopadné plati

k(G —e) < |F'| < |F| = k.(G).

Daéle vezmeme minimdlni hranovy fez B v grafu G — e. Potom B’ = BU {e}
bude fezem v grafu G, ¢ili

ke(G) < |B'| =|B|+1=k.(G —¢e)+1.
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Lemma. Pro kaZdy graf G a libovolnou jeho hranu e plati

ko(G) — 1 < k(G — €) < ko (G).

Diikaz. Ulohu mirné preformulujeme, budeme dokazovat pro graf H = G — e
nerovnost

ko(H + €) < ky(H) + 1.

V grafu H existuje vrcholovy fez A C V(H) takovy, ze k,(H) = |A|. Pri
odebrani fezu A se graf H rozpadne na alespon dvé komponenty C4,...,C,.
Rozebereme moznosti, odkud pochézi hrana e:

(1)

Alespon jeden vrchol hrany e lezi v fezu A. Pridanim hrany tedy ne-
spojime dohromady 7zadné komponenty, mnozina A bude stale fezem a
tak

ko(H + ¢) < |A] = ky(H).

Hrana e je celd uvnitt né€jaké komponenty. Stejny argument.
Hrana e = {z, y} spojuje dvé komponenty, dejme tomu z € C; ay € Cs.
Kdyz jsou komponenty alespon tfi, je vSe v poradku, protoze po pridani
e se spoji jen dvé komponenty a mnozina A zistane rezem. At jsou
nadale komponenty pouze dvé. Nejdrive reSme pripad, kdy komponenty
C1 a Cs nejsou obé jednoprvkové, a at je C; ta vétsi.

Mnozina A" = AU {z} bude vrcholovym fezem grafu H + e, protoze
Cy a Cy \ {z} jsou komponenty souvislosti grafu (H + e) \ A’. Potom
plati

ko (H +€) < |A'| < |A| + 1= ky(H) + 1.

Zbyvéa doresit specidlni pripad, kdy jsou komponenty C a Cs jednoprv-
kové. V8ech vrcholi je pak celkem |V| = |A| + 2 a spocitame, Ze

ko(H+e)<|[V|=1=[V]|—2+1=k,(H)+ 1.
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O

Bylo by hezké, kdyby podobné lemma platilo i pro odebirani vrcholu, jenze
ackoli se vrcholova souvislost snizi nejvyse o jednu, miize také vzrist, tfeba zde:

Véta. Pro kazZdy graf G plati

ky(G) < ke(G).

Dikaz. Budeme postupovat indukci podle pocétu hran. Je-li hran méné nez
|V| — 1 (tedy vrcholy nejsou pokryty ani stromem a graf je nesouvisly), bude
zjevné k.(G) = k,(G) = 0. Necht nadale k.(G) > 0.
Vezmeme nejmensi hranovy fez F' a jeho jednu hranu e a na graf G' = G —e
pouzijeme indukéni predpoklad. Dostaneme tak
ky(G) —1 < ky(G—e) <k (G—e)=k(G) —1.

Odtud a z pomocnych lemmat mame k,(G) < k.(G). O

Mame-li potize se zapamatovanim, kterym smérem vlastné nerovnost mezi
stupném vrcholové a hranové souvislosti plati, stac¢i si nakreslit motylka:

Pro tento graf je k, = 1 ale k. = 2, druhy smér nerovnosti tak neplati.

Véta (Ford, Fulkerson). Pro kaZdy graf G a kaZdé ptirozené t plati k.(G) >
t, pravé kdyz mezi kaZdymi dvéma riuznymi vrcholy u a v existuje alespon t
hranoveé disjunkinich cest.

Dukaz. Implikaci zprava doleva ukdzeme sporem, necht existuje hranovy rez F'
mensi nez t. Po rozdéleni grafu vezmeme dva vrcholy uw a v lezici v riznych
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komponentach souvislosti. Jenze mezi nimi vedlo ¢ hranové disjunktnich cest,
fez F' tedy na jejich rozpojeni nemohl stacit.

V druhém sméru pouzijeme skutecnosti dokdzané o tocich v siti. Méjme
tedy graf G takovy, 7e k.(G) > t, a pro dva vrcholy u a v hleddme hranové
disjunktni cesty. Sestrojime z grafu G sit G' = (V(G), {(z,y), (v,x); {z,y} €
E(G)},u,v,1) tak, ze oboustranné zorientujeme ptuvodni hrany, za zdroj zvo-
lime vrchol u, za stok vrchol v a kapacity vSech hran nastavime na 1. Pak
spustime Fordiv—Fulkersontiv algoritmus hledani maximéalniho toku.

Nalezeny tok bude celodiselny, tedy po hranach potece 0 nebo 1. Provedeme
ovSem jesté drobnou tpravu — kdyZ po obou hranéch (a, b) i (b, a) tece jednicka,
nastavime obé na nulu, velikost toku se tim nezmeéni:

1 0

<o Lo

Podle hlavni véty o tocich k nasemu maximdalnimu toku f potom existuje
minimalni ez R.

Mnozina F' = {{z,y}; (z,y) € R nebo (y,z) € R} je hranovy ez v grafu G.
Protoze G je hranové t-souvisly, bude podle definice souvislosti i velikost rezu
|F'| > t. Jelikoz za kazdou hranu z fezu R jsme do mnoziny F' zatradili nejvyse
jednu hranu, bude téz |R| > |F| > t. Velikost toku f tak musi byt alespon t.

Zbyva pomoci toku f zkonstruovat hranové disjunktni cesty z u do v. Exis-
tenci cest v G' ukazeme induktivné. Ma-li tok velikost 1, jisté nalezneme cestu
z u do v, kde na kazdé hrané tece jednicka. Ve vétsim toku najdeme libovolnou
jednickovou cestu z u do v a hrany na ni vynulujeme. Ohodnoceni hran tak
zistane tokem a jeho velikost se tim snizi o 1. Existence zbyvajicich cest plyne
z indukce. Na zavér uz jen ke kazdé nalezené orientované cesté v G' vezmeme
prislusnou neorientovanou cestu v G. O

Podobné tvrzeni, jako je Fordova—Fulkersonova véta, plati i pro vrcholovou
souvislost.

Véta (Menger). Pro kaZdy graf G a kaZdé prirozené t plati k,(G) > t, prdavé
kdyz mezi kaZdymi dvéma riznymi vrcholy u a v existuje alespon t cest, které
jsou aZ na vrcholy u a v disjunkini.
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Dukaz. Nejprve implikaci zprava doleva, necht mezi kazdymi dvéma vrcholy
grafu G existuje ¢t disjunktnich cest. Kdyby G mél vrcholovou souvislost mensi
nez t, potom by bud musel obsahovat vrcholovy fez velikosti mensi nez ¢, nebo
by to musel byt Gplny graf s nejvys ¢ vrcholy. Prvni moznost nenastane, protoze
na rozpojeni ¢t disjunktnich cest je tieba rez velikosti alespon ¢, a druhd moznost
také nenastane, ponévadz v K; nemame t cest mezi dvéma vrcholy.

Nyni dokdZeme obracenou implikaci. Necht je G vrcholové t-souvisly, uvazime
libovolné dva vrcholy u a v. Nejprve necht {u,v} ¢ E(G).

Hrany grafu symetricky zorientujeme, tj. nahradime kazdou ptivodni hranu
hranami tam a zpatky. Vyjimku budou tvorit hrany obsahujici u, ty povedou
pouze z vrcholu u, a hrany obsahujici v, ty povedou pouze do vrcholu v. Nyni
vSechny vrcholy vyjma u a v takto podrozdélime:

2

Formalné zapsano, utvorime novy graf G’ takovy, ze

V(G) ={a",a"; 2 e V(G), u# z # v} U{u",v}
E(G) ={(=",y"), (4", 2"); {z,y} € E(@G)} U {(z',z"); z € V(G), u# z # v},

F

kde mnozinu hran vedoucich uvnitt podrozdélenych vrchol oznac¢ime jako F'.
Hrany vzniklé rozdélenim vrcholu tak vlastné ,simuluji“ vrchol grafu G, je tu
korespondence mezi hranami z F' a vrcholy grafu G.

Kapacity vSech hran v grafu G' nastavime na 1, za zdroj a stok vezmeme
vrcholy ' a v’ a nalezneme mezi nimi maximéalni tok. K nému bude existovat
minimalni (hranovy) fez R. K tomuto R najdeme fez R' C F', |R'| < |R|: Kaz-
dou hranu e € R\ F nahradime takovou hranou e’ € F', kterd m4 s e spole¢ny
vrchol. Jediny pripad, kdy by ani na jeden vrchol hrany e nenavazovala zadnéa
hrana e’ € F vznikld podrozdélenim vrcholu, by mohl nastat pro e = (u”,v'),
ale tuto hranu jsme na zac¢atku dikazu zakéazali. Kdyz bude R’ dostate¢né velky
(tj. |R'| > t), stejnym postupem jako pfi dikazu Fordovy—Fulkersonovy véty
v G’ nalezneme ¢ hranové disjunktnich cest z u do wv.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje néjaky ez R’ C F' takovy, ze |R'| < t.
Uvézime mnozinu A = {z; (z',z") € R}, ktera bude vrcholovym fezem grafu G,
nebot v G \ A nevede zadné cesta mezi u a v. Jenze G je vrcholové t-souvisly
a neni Uplny, dostaneme tak ¢t < |A| = |R'| < t.

A jesté zbyva zkonstruovat vrcholové disjunktni cesty v grafu G: Pro cestu
(u",z, 2}, x5, 25, ...,v") v grafu G’ vezmeme cestu (u,x1, z2,...,v). Kdyby se
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dvé takové cesty protinaly v néjakém x;, musely by se protinat i ptivodni cesty
v hrané (z}, z}).

Tim je diikkaz hotov pro piipad {u,v} € E(G). Kdyz {u,v} € E(G), uvdzime
graf G — {u,v}. Ten mé vrcholovou souvislost asponi ¢ — 1 (protoze odebranim
hrany se vrcholové souvislost snizi nejvyse o jednu), a podle pravé dokdzaného
tvrzeni v ném najdeme ¢t — 1 vrcholové disjunktnich cest mezi v a v. K nim
priddme hranu {u, v} jako t-tou cestu. O
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4. SYSTEMY RUZNYCH REPREZENTANTU

Definice. Necht X a I jsou mnoziny. MnoZinovym systémem nad X nazveme
|I]-tici M = (M;,i € I), kde M; C X. (V mnozinovém systému podle této
definice se tedy taz mnozina muze nékolikrat opakovat.)

Systém rizngch reprezentanti (SRR) je funkce f: I — X takova, ze

(1) pro kazdé i € I je f(i) € M;
(2) f je prosté.

Jinymi slovy, SRR je vybér jednoho prvku z kazdé mnoziny M; takovy, ze
v8echny vybrané prvky jsou navzajem rtzné. Obecné se uvazuji nekonec¢né sys-
témy, my budeme zkoumat pouze systémy konec¢né. Necht jsou tedy navic mno-
ziny X, I C N a M; konecné.

Definice. Pdrovani v grafu G je mnozina hran F' C E(G) takova, ze kazdy
vrchol grafu G patii nejvyse do jedné hrany z F'.

Dalsi ekvivalentni definici parovani je tfeba to, Ze hrany v parovani jsou
disjunktni mnoziny nebo také Ze stupen vrcholu v grafu obsahujicim pouze
parovaci hrany je nejvyse 1.

Definice. Incidencénim grafem mnozZinového systému M nazveme bipartitni
graf

By = (IUX, {{i,z}; = € M;}).

Pozorovani. Systém riznych reprezentanti v M existuje, prave kdyZ v inci-
dencénim grafu Bag existuje pdrovdni velikosti |1|.

Naésledujici véta je prikladem tvrzeni, kde se zfejmda nutnd podminka ukaze
byt i podminkou postacujici.

Hallova véta. Systém riznych reprezentanti v M existuje, prave kdyZ pro
kaZdou J C I je |U;c; M;| > |J|; tato podminka se nazjvd Hallova.

Diikaz. Zacneme jednodussi implikaci. Necht v M existuje systém riznych re-
prezentantl, chceme ukazat, ze plati Hallova podminka. Zvolime libovolnou
J C I. Pro kazdy index j € J existuje prvek p; z mnoziny M; tak, Ze vSechny
prvky p; jsou navzajem ruzné. Proto

U M| > g 5 € TH =11,
Jjed

Nyni dokazme implikaci obracenou. Méjme mnozinovy systém M, ktery spl-
nuje Hallovu podminku. Vezmeme bipartitni graf B, a udélame z néj sit:
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z

S
Presnéji zapsano, sestrojime sit S = (G, z, s,1), kde
V(G) ={z,s}UITUX
E(G) ={(2,i); i € [} U{(i,z); i € I,z € M;} U{(z,s); z € X}
Kapacity hran nastavime na 1 a nalezneme Fordovym—Fulkersonovym algorit-
mem maximalni tok g. V kapitole o tocich jsme dokazali, ze takovy tok bude
celociselny. K toku g existuje minimalni fez R'. Pro dal$i pribéh dikazu bude

potieba se v fezu R’ zbavit hran mezi I a X, aniz by se Fez zvét§il. Vyrobime
tedy tez

R = {(z,s); (z,s) € R'YU{(z,1); (2,1) € R’} U {(2,1); (i,z) € R'}.

Vyjadieno slovy, kdyz v R’ byla hrana (i,z) mezi mnozZinami [ a X, za-
ménime ji za odpovidajici hranu (z,4); rozpojime tak totiZ stejnou cestu jako
hranou (i, z).

Oznacime

A=1{i; (z,i) € R}, B=A{x; (z,s) e R}, J=1I\A.

Nakresleno

Protoze R je tez, hrany z J vedou jen do B, a tedy

| M; C B
JjedJ
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Jaka bude velikost fezu R?

e(R) = |4 +|B| = || = |71+ 1B > |1 = |7+ | | M.
JjeJ

Nyni pouzijeme Hallovu podminku, kterd iikd, ze [, ; M;| > |J], a dostaneme
c(R) 2 1| = |J[ +|J] = [I]

Tok g tak bude mit velikost alespon |I].

Zbyvé tici, co je hledanym systémem riznych reprezentanti. Jsou jim prosté
prvky mnoziny X takové, Zze do nich tokem g tece jednicka. Formalné, SRR
bude funkce f, kde pro kazdé ¢ € I

f@i) =z takové, ze g(i,z)=1.

O

Hallova véta méa celou fadu nejriznéjsich aplikaci, a proto stoji za to si ji
zapamatovat. Predvedeny diikaz neni jedinym moznym, vétu lze dokazat i primo
matematickou indukci bez pouziti tokl. Nebo ji lze odvodit z Tutteovy véty,
kterou vysvétlime pozdéji.

Poznamka. Ptredpokladame-li v teorii mnozin axiom vybéru, lze dokdzat vari-
antu Hallovy véty, kde sice mnoziny M; musi byt kone¢né, ale mnoziny I a X
mohou byt nekonec¢né, dokonce nespocetné. Diikaz uz je vSak ponékud slozitéjsi.

Kdyz jsou X a I nekonecné (sta¢i spocetné) a povolime nekonecné velikosti
(taktéz staci spocetné) mnozin M;, analogie Hallovy véty neplati. Staci zvolit
X =N, M; = X a ostatni M; jsou vSechny jednoprvkové podmnoziny mno-
ziny X. Zde systém rtznych reprezentantl nelze sestrojit.

4.1 Disledky Hallovy véty.
Predvedeme nékolik zédkladnich disledk Hallovy véty. Velmi uzitecné je pre-
devsim nasledujici:

Tvrzeni. V bipartitnim grafu B = (V1 U Va2, E) s neprizdnou mnoZinou hran
E takovém, Ze pro libovolné dva vrcholy x € Vi ay € Vs plati degg x > degp v,
existuje parovdani, které ma velikost |Vi| (,,uspokojuje édst Vi “).

Diikaz. Definujeme mnozinovy systém M = (M;,i € I) nad V5 takovy, ze
I = V1 a
M; ={z € Vy; {i,z} € E(B)}.

Obrazkem:
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Va

Kdyz o systému dokazeme, ze v ném plati Hallova podminka, bude v ném
existovat systém raznych reprezentanti. Tedy pro kazdy ¢ € V; bude existovat
x € V5 tak, ze mezi nimi povede hrana, a vSechna z budou navzijem riizna.
Ale to je presné definice parovani, které plné uspokojuje ¢ast V.

Zvolime libovolné J C Vi a bud B(J) = {z € Va;{i,z} € E(B)} mnozina
v8ech sousedu J v grafu B. Hallova podminka pozaduje, aby |B(J)| > |J|, coz
nyni ovéfime. Ozna¢me k1 = minjes(degg j) a k2 = max,cp(s)(degp x). Pocet
hran mezi J a B(J) je pfinejmensim k;|J|, a také nanejvys kq|B(J)|, takze
k1|J| < k2| B(J)|. Protoze podle predpokladu tvrzeni plati ky > ko, dostavame
i|J| <|B(J)|. Tim je dikaz tvrzeni hotov. O

Definice. Latinsky ctverec A je ¢tvercova matice typu nxn takova, ze
(1) ai; € {1,2,...,”}
(2) aij # ayj pro kazdé j a i # ¢
(3) Qij 75 Qi Ppro kazdé ¢ a j, ?é ]
Latinsky obdélnik A je matice typu k X n, splhujici stejné podminky (1)—(3).

V kazdém tadku a sloupci latinského c¢tverce ¢i obdélniku se tedy vyskytuji
jen navzajem ruznd Cisla.

Tvrzeni. KazZdy latinsky obdélnik, kde pocet radki k je niZsi neZ pocet sloupci
n, lze doplnit na latinsky ctverec.

Dikaz. K latinskému obdélniku budeme postupné pridavat dalsi a dalsi radky,
dokud jich nebude n.

| k+1
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Sestrojime bipartitni graf G = (SU H, E), kde S = {s1,...,5,} je mnozZina
sloupcti latinského obdélniku a H = {1,...,n} je mnozina hodnot, ze kterych
konstruujeme (k + 1)-ni fddek. Hrana vede mezi s; a x, pokud se hodnota x
nevyskytuje v ¢-tém sloupci, tedy

E = {{si,z}; v ¢ s;}.

Nyni chceme do nového radku na j-tou pozici vybrat takovy prvek z, ze x se
jednak nevyskytuje v sloupci s; a jednak vSechny takto vybrané prvky z jsou
navzajem ruzné. To je ale ekvivalentni s existenci parovani v grafu G, které
plné uspokojuje ¢ast S.

Jaké stupné vrcholi maji jednotlivé ¢asti grafu G?7 V latinském obdélniku
o k tadcich chybi v kazdém sloupci n — k£ hodnot, proto degs s; = n — k pro
kazdy s; € S.

Naopak, v kolika sloupcich mize chybét prvek z7 V kazdém z k radki se
vyskytuje pravé jednou, a pokazdé v jiném sloupci. Obsadi tedy k sloupct a
chybét bude v n— k& sloupcich. To znamen4, 7e deg, x = n—k pro kazdy z € H.
Podle predchoziho tvrzeni existuje parovani uspokojujici ¢ast S. O
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5. PAROVANI V OBECNYCH GRAFECH

Hezkym ptikladem na parovani je problém hlidkujicich straznikd. Straznici
hlidkuji vzdy po dvojicich a kazdy strdznik je ochoten spolupracovat pouze
s nekterymi kolegy, s ostatnimi se nesnese. Kazdy straznik je reprezentovan
vrcholem grafu a hrana vede do kazdého snesitelného kolegy.

Zloc¢in chceme samoziejmé potlacovat v co nejvétsi mire, a tedy nas zajima,
jaky nejvétsi pocet strazniki muze slouzit (a kdo s kym), a za jakych podminek
mohou byt na obchizce Gplné vSichni.

5.1 Perfektni parovani a Tutteova véta.
Definice. Parovani M v grafu G nazveme perfektni, pokud |M| = |V(2G)|.
Pocet komponent souvislosti grafu G, které maji lichou velikost, oznac¢ime sym-

bolem Cy(G).

Véta (Tutte). Graf G md perfekini pdrovdni, prdavé kdyz pro kaZdou A C
V(QG) je Co(G\ A) < |A|; tato podminka se nazjvd Tutteova.?

Nez pristoupime k dikazu, bude se nam hodit néasledujici:

Lemma (o tfesniéce). Graf G je disjunktnim sjednocenim iuplngch grafi,
prdvé kdyZ G neobsahuje K1 o (neboli ,tresnicku®) jako indukovany podgraf.

Diikaz. Pokud je G disjunktnim sjednocenim tuplnych grafi, trividlné nemutze
obsahovat K 2. Naopak obménou, necht G neni disjunktni sjednocenim tplnych
grafil, chceme ukézat, Ze obsahuje K ». Existuje tedy komponenta souvislosti C
a v ni dva vrcholy z a y takové, ze mezi nimi nevede hrana. Vrcholy z a y jsou
v C nutné propojené cestami, necht P je (nékterd) nejkratsi z nich. Délka P
je aspon 2, a kazdé tfi po sobé jdouci vrcholy a,b,c na P tvoii K; 2 (protoze
kdyby {a,c} byla hrana, cesta P by §la zkratit vynechanim b). H

Diikaz Tutteovy véty. Nejprve necht v grafu G existuje perfektni parovani. Pro
libovolnou mnozinu A C V(G) tak v grafu G \ A vzniknou néjaké komponenty
souvislosti, zajimat nas ale budou jen komponenty liché velikosti. At bylo per-
fektni parovani jaké chtélo, v kazdé liché komponenté prebyva alespon jeden
vrchol, ktery nutné musel byt sparovan s néjakym vrcholem z mnoziny A. Dvé

liché komponenty pritom nemohou sdilet stejny vrchol z mnoziny A, a tedy
Ce(G\ A) <A

3Vyslovujeme [tat] a [tatova).
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vvvvvv

deme matematickou indukci podle poc¢tu hran, netradi¢né vSak v obraceném
pofadi, od (3) k 0.

Pro pifipad aplného grafu K, je situace jednoduché. Pro A = () dostaneme,
ze n musi byt sudé, a tudiz lze jisté v K,, najit perfektni parovani.

Naddle predpokladejme, ze v grafu GG chybi alespon jedna hrana. Zvolime
mnozinu W vrchold takovych, Ze z nich vede hrana do vSech ostatnich vrcholi
grafu G-

W :={u; deggu=n—1}

Jestlize je graf G \ W disjunktnim sjednocenim uplnych grafii, dokdzeme jed-
noduse najit perfektni parovani. Vrcholy z komponent souvislosti grafu G \ W
(coz jsou uplné grafy) sudé velikosti jisté lze mezi sebou beze zbytku sparo-
vat. V kazdé liché komponenté nelze sparovat pouze jeden vrchol, mnozinu
vSech takovych vrcholii oznac¢ime V4. Z Tutteovy podminky ovSem vime, Ze
Vol = Co(G\ W) < |W|, vrcholy Vp tedy sparujeme s mnozinou W. Toto je
mimochodem jediné misto v dikazu, kde se pfimo pouzije Tutteova podminka.

Necht nyni G \ W disjunktnim sjednocenim tplnych grafti neni. Podle lem-
matu o tieSni¢ce v ném existuje K; » jako indukovany podgraf. Vrcholy tohoto
K » oznacime z, s,y takto:

t
*
Il eq — M1
i s
/\ Y
z ey

Ve vrcholu s nutné musi chybét hrana do néjakého vrcholu ¢t € V(G), jinak
by totiz s byl zafazen do mnoziny W. Oznadime e; = {z,y} jednou barvou a
e2 = {s,t} druhou barvou. Ani e; ani es nejsou hranami grafu G.

Uvédomime si, ze pridanim libovolné hrany do grafu se Tutteova podminka
neporusi. V (G + e) \ A pro libovolnou hranu e a mnozinu vrcholid A zjevné
pocet lichych komponent nevzroste. Vime tedy, Ze oba grafy G +e; i G + eo
taktéz splinuji Tutteovu podminku. Podle indukéniho predpokladu proto v G+e;
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existuje perfektni parovani My a v G + ey existuje perfektni parovani M. Na
obrazcich oznac¢ime hrany pochdzejici z M7 barvou hrany e; a hrany pochéazejici
z My barvou hrany e,. Zadefinujeme mnozinu hran M jako

M = My + M,
kde + znadi symetrickou diferenci mnozin.*
S takovou mnozinou hran plati pro kazdy vrchol u

0 kdyz z vrcholu u vedly stejné parovaci hrany,

degyru = { . o 4o s ,
2 kdyz z vrcholu u vedly riizné parovaci hrany.

Kazda komponenta souvislosti v takovém grafu je budto izolovany vrchol, nebo
kruznice sudé délky, kde se pravidelné stridaji hrany obou barev. Oznac¢ime H
hrany kruznice, na které lezi hrana e;, a rozebereme dva piipady. V obou se
budeme snazit sestrojit perfektni parovani M, jez neobsahuje ani jednu z hran
ey a eg, a tedy bude vhodné i pro pivodni graf G. Mzeme nadéle predpokladat,
7e e1 € My a es € Ms; v opacném pripadé je My, resp. Ms perfektni parovani
v (G a ukoncime dikaz.

(1) Hrana es ¢ H.

I
Il €2
I

S

VAN

S /

Na perfektni parovani M mimo kruznici H pouzijeme M7, na kruz-
nici H pouzijeme hrany Ms>. Formalné

—~

M:: (Ml\H)U(HﬂMg)

(2) Hrana ez € H. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze vrcholy
s,z,y,t lezi na kruznici v poradi, jaké je zakreslené na obrazku.

ACili M = (M1 U M3) \ (M1 N M3), ,xor“ pro informatiky.
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S 4

Usek na kruznici H mezi z a s neobsahujici y oznadime H;, tsek
mezi y a t neobsahujici z oznac¢ime Hs. Mimo kruznici H lze pouzit obé
parovani, uzijeme tieba znovu M;. V Gseku H, zanechame pouze hrany
My, v tseku Hs pouze hrany M. Zbyvaji sparovat uz jen vrcholy y
a s. Mezi nimi ovSem vede hrana a tu mutzeme zahrnout do parovani.
Perfektni parovani M tedy je

o~

M :=(My\H)U(H;NMs)U (H2N M) U {y,s}.

O

5.2 Maximalni parovani a Edmondsuv algoritmus.

V minulém oddilu jsme charakterizovali grafy majici perfektni parovani. Pro-
toze ne v kazdém grafu perfektni parovani existuje, bude nas zajimat alespon
parovani maximalni, tedy pokryvajici nejvétsi mozny pocet vrchold.? Uk4Zzeme
algoritmus, ktery pro libovolny graf maximalni parovani nalezne v polynomidl-
nim c¢ase.

Pripravime si nejprve nékolik technickych prostredkii.

Definice. Necht M je parovani v grafu G. Vrchol u € V(G) nazveme volny,
pokud deg,; u = 0. Vrcholu, ktery neni volny, budeme tikat spdrovany.
Cestu u1,us,...,us v grafu G nazveme volnou stridavou cestou, pokud

(1) vrcholy u; a usgg jsou volné,

(2) hrany {ugit1,u2iq2} € M,
(3) hrany {u2i,u2i+1} e M.

Tlustrace:

U1 U9 us U4 Us Ug

5V anglické terminologii se diisledn& rozlisuje (a to nejen u parovani) ,maximum match-
ing®“, tedy pdrovani pokryvajici nejvétsi mozny pocet vrcholi, a ,,maximal matching“ pro
nejvétsi parovani ve smyslu inkluze, tedy parovéani, ke kterému jiz nelze ptidat Zaddnou dalsi
hranu.
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Lemma 1. Pdrovini M je maximdlni, pravé kdyZ v grafu meexistuje volnd
stridava cesta.

Dikaz. Kdyz v grafu volnd sttidava cesta existuje, parovani M jisté neni nej-
vetsi:

'

Tomuto procesu budeme tikat alternace volné stridavé cesty.
Necht naopak M neni nejvétsi, ¢ili existuje parovani M’ takové, ze |M'| >

|M|. Definujeme mnozinu hran M jako

M=M-<+M.
V M mé kazdy vrchol stupen 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti této konfi-
gurace jsou kruznice sudé délky a cesty, kde se pravidelné stiidaji hrany M a

M'. Jelikoz |M'| > |M|, musi existovat komponenta tvaru liché cesty, v niz je
hran M' o jednu vice, nez hran M. Ta tvofi volnou st¥idavou cestu pro M. O

Definice. Lichou kruznici Cogy1 = {v1,v2,...,v2k41} grafu G nazveme kvé-
tem, jestlize

(1) vrchol vy je na mnoziné hran kvétu C' volny,

(2) hrany {vait1,v2i42} ¢ M,

(3) hrany {va;,v2i+1} € M,

(4) mé alespon jeden stonek.
Stonkem nazveme cestu, kterd zac¢ind ve vrcholu v, prvni hrana je parovaci,
pravidelné se na ni (jako ve volné stfidavé cesté) stiidaji parovaci a neparovaci
hrany a posledni vrchol je volny. Stonek miize mit i nulovou délku, to kdyz je
vrchol v volny v celém grafu GG. Stonek také nemusi viibec existovat, napriklad
kdyZ je v1 obsazen v parovaci hrané, ktera neni soucasti kvétu C' a z niz dale
nepokracuje zadna dalsi neparovaci hrana.

Tlustrace:

kveét
Vd Ve vl
parovaci
neparovaci
stonek

Pripomenme jesté definici kontrakce hrany v grafu.
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Definice. Necht G = (V, E) je neorientovany graf a e = {u, v} jeho hrana. Za-
pis G . e oznacuje graf vznikly z G kontrakei (,,smr§ténim“) hrany e do jednoho
vrcholu, neboli formalné

VI(G.e) = (V\{u,v}) U{ve},
E(G.e) = (Eﬂ (V \ {2u,'u}>> U {{ve,z}; {z,u} € EV {z,v} € E}.

G G-e
e --------- > Ilje
T

Je-li FF C E mnozina hran, oznacuje G . F' graf vznikly z G postupnou kon-
trakci vSech hran z F'. Je snadno vidét, ze vysledek nezavisi na poradi kontra-
hovanych hran, ale jen na G a F.

Lemma 2. Necht C je kvéet v grafu G. Potom parovani M v G je mazimadlni,
pravé kdyz M \ E(C) je mazimdlni parovdni v grafu G .C, tj. s kvétem C zkon-
trahovanym do jediného vrcholu.

Diikaz. Podle lemmatu 1 staci ukézat, ze v G existuje volna stridava cesta,
pravé kdyz volné st¥idava cesta existuje v G . C. Oznadime G' = G . C a vrchol,
ktery vznikne kontrakci C', pojmenujeme k.

Meé&jme volnou st¥idavou cestu P v (G, ukdzeme, ze v G’ existuje volna stiidava
cesta P'.

Pokud je cesta P s kvétem C disjunktni, kontrakce se ji zjevné nijak ne-
dotkne a bude tak tvofit cestu P’ v grafu G'. Nadéle necht m4 tedy cesta P
s kvétem prinik. Jeden koncovy vrchol cesty P oznac¢ime w;, druhy koncovy
vrchol ws. Usek cesty P od w; do prvniho vrcholu, v ném? cesta vstoupi do
kvétu, pojmenujeme P;, analogicky tsek od ws oznad¢ime P,. Pokud existuje
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stonek S kvétu C takovy, Ze je disjunktni s P;, staci se v grafu G’ vydat po P;
k vrcholu k (ktery v G' splyva s vrcholem v; stonku S) a projit cely stonek S.
Toto je hledand cesta P’. Podobné, existuje-li stonek S disjunktni s P, bude
cestu P’ tvorit isek P, aZ k vrcholu k a déle cely stonek S.

Necht nadale mezi vSemi platnymi stonky kvétu C' neexistuje ani jediny, ktery
by nemél prinik s P; ¢i P,. Méjme stonek S takovy, ze cesta P v okamziku
napojeni tseku P;, resp. P, na S (ozna¢me tento vrchol u) po S pokracuje
smérem od kvétu. Tehdy lze cestu P’ sestrojit tak, Ze po projiti iseku Py, resp.
P> se od vrcholu u po S vydame smérem od kvétu az do posledniho vrcholu
stonku S, ktery je volny. Mizeme tedy nadéle predpokladat, ze neexistuje zadny
takovy stonek S.

Zvolime libovolny stonek S. Zbyva vytesit situaci podobnou té na obrazku:

Popiseme, jak i v tomto pripadé zkonstruovat cestu P’'. Vydame se po cesté P
od vrcholu wy a ozna¢ime w| posledni navstiveny vrchol stonku S, nez jsme
vstoupili do kvétu C. Analogicky definujeme vrchol wj.

Cesta P’ bude nésledujici: Porovname, ktery z vrcholi w) a w) je na stonku S
blize kvétu C, bez ijmy na obecnosti at je to vrchol wj. (V situaci na obrazku
je to skuteéné vrchol w!.) Od pfislusného w; se vydadme k wj, od néj po S
do vrcholu v; (ten v G’ splyvé s k; neni také vylouceno, Ze splyvaji w] a vy),
opustime ho poslednim spole¢nym vrcholem C a cesty P ve sméru z wy do wo
a dale pokracujeme po ptivodni cesté P.

Nyni méjme volnou stridavou cestu P’ v G', ukdzeme existenci volné stridavé
cesty P v (G. Rozebereme moznosti:

(1) KdyZ cesta P’ neobsahuje k, hledana P = P'.
(2) Kdyz P’ konéi v k, u vysledné cesty v G potiebujeme zajistit, aby byl
koncovy vrchol volny. Vrchol k neni v G’ sparovany, a tudiz ma kvét C
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stonek nulové délky. Z cesty P tedy miuzeme udélat volnou stiidavou
cestu obejitim kvétu po spravné strané a zakoncéenim ve vrcholu, kde
sousedi dvé neparovaci hrany.

(3) KdyZ k je vnitini vrchol P’, potom P’ vrchol k pravé z jedné strany
opousti parovaci hranou. V grafu G tedy nutné musi prislusna cesta P
vstupovat do kvétu C' neparovaci hranou a opoustét kvét stonkem. Staci
jen spravné zvolit smér, kterym obejit kvét C', a propojit oba useky
cesty.

O

Idea Edmondsova algoritmu pro maximéalni parovani je pomérné jednoducha.
Vyzbrojeni lemmatem 1 chodime po grafu a vyhledavame volné stiidavé cesty,
které vylepsujeme. Komplikace nastane, kdyz se v grafu vyskytne kvét. Tehdy
neni jasné, jestli se po ném mame vydat zleva nebo zprava. Situaci vyresime
zkontrahovanim kvétu do jediného vrcholu, rekurzivnim volanim algoritmu na
zmensSeny graf a naslednou rekonstrukci maximélniho parovani v pivodnim
grafu.

Algoritmus uvedeme v inkrementalni podobé, kterd bude umét k néjakému
stavajicimu parovani vytvorit parovani alespon o jednu hranu vétsi, pripadné
oznamit, ze parovani jiz bylo maximéalni. Za¢neme-li tedy s prazdnym parova-
nim, nejvysSe po 5 + 1 iteracich nalezneme parovani maximalni.

Edmondsiav ,,zahradni* algoritmus. Vstupem algoritmu je graf G a jeho
libovolné parovéani M, tfeba prazdné. Vystupem je parovani M', které je alespon
o 1 vétsi, nez parovani M, pripadné M' = M kdyZ uz M bylo maximé&lni.

(1) Zkonstruujeme maximéalni mozny Edmondsiuv les vzhledem k aktudl-

nimu M:
0. hl. ° ° e Vvolné vrcholy
1. hl. ®
2. hl. $
3. hl. °
4. hl. d

Co to znamena? Do nulté hladiny umistime vSechny volné vrcholy.
Z kazdého z nich pustime prohledani grafu do Sirky a sestrojime maxi-
malni strom takovy, Ze se mezi hladinami pravidelné stiidaji parovaci
a neparovaci hrany. Z vrcholu liché hladiny tedy pokracujeme vzdy po
parovaci hrané, a z vrcholu sudé hladiny po neparovaci hrané, pricemz
nechodime do vrcholi, kde uz jsme byli (poznamenejme jesté, ze Ed-
mondstv les neni uréen jednoznacné).



(4)

PAROVANT V OBECNYCH GRAFECH 39

Nékteré vrcholy grafu G se v Edmondsové lese viibec neobjevi, ti-
kejme jim tireba kompost. Uvnitt kompostu jsou vSechny vrcholy néjak
sparovany, nebot v8echny volné vrcholy jsou koreny Edmondsova lesa.
Z kompostu vedou neparovaci hrany jen do vrcholt na lichych hladinach
Edmondsova lesa a pro dalsi pribéh algoritmu nejsou vrcholy z kom-
postu podstatné.

Pokud existuje hrana e grafu G mezi sudymi hladinami riznych strom,
nalezli jsme volnou stfidavou cestu. Nalezenou cestu zalternujeme (tim
priddme hranu e do parovéni), vratime vysledné parovani M’ a skon-
¢ime.

Pokud existuje hrana mezi sudymi hladinami jednoho stromu, nalezli
jsme kvét C'. Tedy, jesté vlastné nenalezli, ale kdyz se od obou konci
hrany vyddme vzhiru, v néjakém vrcholu v (nejpozdéji v korfeni) se
obé cesty setkaji. Cesta od v nahoru do korene je stonkem kvétu C.
Zkontrahujeme kvét C' do jednoho vrcholu k (kvét ,ustfihneme“) a re-
kurzivné zavolame algoritmus na graf G .C s parovanim M \ E(C). Co
mohl algoritmus vratit:

a) Staré parovani M \ E(C) beze zmény. V tom pripadé vratime
M' := M (kterézto parovani je dle lemmatu 2 maximalni v G) a
skoncime.

b) Négjaké vétsi parovani M'. Je-li vrchol k v M’ volny, sta¢i polozit
M'" := M'"UEp(C). Je-li k sparovany, musime jesté do M’ vhodné
pridat parovani na C, abychom pokryli kazdy vrchol na C pravé
jednou. Hrany M’ vratime a skonéime.

Kdyz neexistuje hrana mezi sudymi hladinami (a tedy ani volna st¥idava
cesta), je M' := M dle lemmatu 1 maximalni parovéni, které vratime a
skonc¢ime.

Tvrzeni. Edmondsiv algoritmus, spusteny na grafu G a parovani M, dobéhne
v ¢ase O(n(n+m)), kde n je pocet vrcholi a m pocet hran grafu G, a najde pd-
rovani M' alesponi o jednu hranu vétsi neZ M, pripadné ozndmi, Ze pdrovani M
u? bylo mazimdlni. Mazimdlni pdrovdni tedy lze najit v ¢ase O(n?(n + m)).

Dukaz.

(1)
(2)

(3)

P1i dikazu spravnosti si uvédomime, kdy mize algoritmus skoncit:

V kroku 2, kdyZz jsme nalezli volnou stiidavou cestu a zalternovali ji.
Tim jsme ovSem zvysili po¢et hran v parovani o 1.

V kroku 3a, to kdyz algoritmus nalezl maximéalni parovani v kontraho-
vaném grafu. Potom podle lemmatu 2 je nalezené parovani maximalni
i v grafu ptivodnim.

V kroku 3b, kdyZ jsme z rekurze dostali vétsi parovani M', které jsme
vhodné zkombinovali s parovanim na kvétu C. Parovani kvétu C' jsme
schopni vytvorit stejné velké, jaké existovalo pred rekurzivnim voldnim,
algoritmus tedy vrati vétsi parovani, nez bylo M.
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(4) V kroku 4, kdyz v grafu neexistuje zadna volnd stfidavé cesta. Podle
lemmatu 1 je takové parovani maximalni.

Edmondstv les 1ze prichodem grafu do 8itky sestrojit v ¢ase O(n + m).
Vyhledéni a ptipadné alternovani volné stridavé cesty zvladneme v ¢ase O(n +
m). Vyhledani kvétu C a konstrukci grafu, kde je kvét C' zkontrahovany, opét
umime stihnout v O(n +m). Na kazdé irovni rekurze se tedy vykond O(n+m)
prace, zbyva si uvédomit, jak je to s rekurzivnim voladnim. Pti béhu algoritmu se
rekurze spousti pouze jednou, vysledny cas tedy je O((nejvétsi hloubka rekurze)-
(n+m)). Hloubka rekurze jisté neptfesdhne n/2, nebot s kazdou kontrakei kvétu
ubudou alespon dva vrcholy, jeden pribéh algoritmu tudiz zabere O(n(n +m))
casu.

P1i hleddni maximalniho parovani staci zacit s parovanim prazdnym a opa-
kované spoustét Edmondsav algoritmus, ktery ho v kazdé iteraci zlepsi alespon
o jednu hranu. Protoze maximdlni padrovani miize mit nejvyse n/2 hran, proces
se po O(n%(n + m)) krocich zastavi. O

Poznamka. Edmondsiiv les je vhodny pro zndzornéni, pii skute¢ném programo-
vani bychom zadny les nekonstruovali. Pouze bychom z volnych vrcholi spustili
prohledani do 8itky a ke kazdému vrcholu si pamatovali z jakého volného vr-
cholu byl navstiveny a jaka je jeho hladina (tedy aktudlni vzdélenost z volného
vrcholu). Kdyz pri prohleddvani narazime na jiz navstiveny vrchol, pak lze jed-
noduse otestovat, zda-li je to hrana mezi riznymi stromy nebo uvniti jednoho
stromu, a tedy i zda mame volnou stiidavou kruznici nebo kvét.

Pokud nebudeme Edmondstiv algoritmus pouzivat v inkrementalni podobé a
prepiSeme ho rovnou jako algoritmus na nalezeni maximéalniho parovani z prazd-
ného, odpadnou tim nékteré opakované operace a lze ho pouzitim chytrych
datovych struktur urychlit na ¢as O(n?). V soucasnosti nejrychlejsi zndmy al-
goritmus na hleddni maximalniho parovani pochézi od Silvia Micaliho a Viajaye
Vaziraniho a pracuje v ¢ase O(y/n - m), kde m je pocet hran grafu G.
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6. HAMILTONOVSKE KRUZNICE

6.1 Definice hamiltonovskych grafi a Chvatalova véta.

Definice. Hamiltonovskd kruznice v grafu G je kruznice obsahujici vSechny
vrcholy grafu.

Otazka, zda v grafu existuje hamiltonovska kruznice, je slavny NP-uplny
problém. Proto se hledaji nejriiznéjsi postacujici podminky pro jeji existenci.
Ukazeme si zajimavou vlastnost hamiltonovskych grafi, kterou objevil cesky

vvvvvv

duchy disledek.

Definice. Méjme graf G = (V, E). Na pocatku polozime FEy := E a zavedeme
graf [G]° := (V, Ey). Budeme opakovat nasledujici krok pro i = 0,1,2,... tak
dlouho, dokud to ptjde:

e Kdyz existuji dva vrcholy u,v € V, {u,v} ¢ E;, spliujici
degqy: u + degigpi v > |V,

pak poloZime E;1 := E; U{u,v} a [G]"T! := (V, E;y1).

Graf [G] := [G]* pro nejvyssi dosazené k nazveme Chvdtalovym uzdvérem
grafu G.

Pozorovani. Chvataluv uzdver je uréen jednoznacne.

Diikaz. Méjme graf G a pro spor vezméme dva rizné Chvatalovy uzavéry [G]; a
[G]2- Do [G]; jsme postupné pfidavali hrany ey, ..., ek, do [G]s hrany fi, ..., f..
Zvolime hranu e; = {u,v} prvni takovou, ze e; ¢ E([G]z2)-

V case ¢ — 1 byly stupné vrcholi u a v o jednu mensi nez v Case ¢ a jejich
soucet byl alespon |V|. Proto jisté

degq), u + degig), v > deggi-1 u + degygi-1 v > V.

Hrana e; tak nutné musela byt zarazena i do [G]a. O

Véta (Chvatal). Graf G ma hamiltonovskou kruznici, pravé kdyZ hamiltonov-
skou kruznici md graf [G].

Dikaz. Implikace zleva doprava je ziejma. Pro opacny smér nam staci ukazat
nasledujici tvrzeni:

e Necht pro dva vrcholy u,v € V(G), {u,v} ¢ E(G) takové, ze deg u +
dego v > n, je graf G + {u, v} hamiltonovsky. Potom je hamiltonovsky
iG.
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Zpétnym obirdnim Chvatalova uzavéru [G] o hrany se nakonec vratime zpét
ke grafu G, ktery bude mit hamiltonovskou kruznici.

Hamiltonovskou kruznici v G + {u,v} oznac¢ime K. Pokud {u,v} ¢ K, je
v8e v poradku, K je hamiltonovskou kruznici i v G. Necht naddle {u,v} € K.
Predvedeme si, ze hranu {u, v} lze ,premostit“ jako zde, plné hrany zna¢i novou
Hamiltonovskou kruznici:

Bez Gjmy na obecnosti K = (u = uy,us,...,u, = v). Mnozina A bude
obsahovat ¢isla 7 kandidati na pocéatec¢ni vrchol u;, mnozina B ¢isla ¢ kandidati
na predchazejici vrchol u;_1:

A ={i; {u,u;} € E(G)} B = {i; {v,ui_1} € E(G)}.

Neprézdny prinik A a B bude znamenat existenci hrany {u;,u;_1} jako na
obrazku.

Zitejmé |A| = deggu a |B| = degn v, a také urcité A C {2,3,...,n — 1} a
B C {3,4,...,n}. Proto |[AUB| <n — 1. Nyni ovéfime, 7e AN B # {):

|ANB| = |A|+|B|-|AUB| = deg u+degv—|AUB| > n—|AUB| > n—(n—1) > 1.

Tedy pro néjaké i € AN B se v grafu G vyskytuji hrany {u,u;} a {v,u;_1}.
Hamiltonovska kruznice K' grafu G pak bude tvaru

!
K'= (u1,u2, .y Uj—1,V = Up, Up—1,-- -, Us)-

O

Dusledek. Necht v grafu G pro kaZdé dva vrcholy u,v € V(G), {u,v} ¢ E(G)
plati degu + degv > n. Pak G je hamiltonovsky.

Diikaz. Graf [G] je uplny graf a ten jisté ma hamiltonovskou kruznici. Tedy je
hamiltonovsky i G. O

Dusledek (Diracova véta). Necht v grafu G pro kazdy vrchol v € V(G) plati
degv > 5. Potom G je hamiltonovsky.

Diikaz. 7Ztejmé z predchoziho disledku. Ol
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6.2 Problém obchodniho cestujiciho.

Problém obchodniho cestujiciho (Traveling Salesman Problem — TSP)S je
dalsi slavnou NP-tplnou tlohou. Mame dany graf G s ohodnocenymi hranami,
a ukolem je najit hamiltonovskou kruznici s minimalnim sou¢tem vah. Motivaci
pro TSP je, jak nézev napovida, rozvrhnout obchodnimu cestujicimu program
navstév jednotlivych mést, aby v kazdém byl pravé jednou, skoncil opét doma,
a co nejvice usettil na benzinu.

Jelikoz je TSP algoritmicky obtizny, ukdzeme polynomidlni algoritmus, ktery
dava alespon priblizny vysledek. Takovym algoritmim se 1ika aproximacni. Nas
algoritmus vSak funguje pouze na tplnych grafech splhujicich trojihelnikovou
nerovnost.

Aproximacni algoritmus pro uplny graf s trojihelnikovou nerovnos-
ti.

Vstupem je uplny graf K, s nezdpornym ohodnocenim hran w. Pro w plati
trojihelnikova nerovnost, tj. pro kazdé tfi hrany tvaru {z,y}, {y, 2z}, {z, 2} je

w({z,y}) +w({y, 2}) =2 w{z, 2}).

Pro mnozinu hran S oznac¢ime

w(S) = wle).
ecS
Postupujeme takto:

(1) Najdeme v K, minimélni kostru 7.
(2) Graf K,, (véetné kostry T') symetricky zorientujeme, zachovame pfi tom
vahy hran.

N,

Ky

(3) Z kostry T vznikne symetrickou orientaci podgraf T', ktery lze nakreslit
jednim tahem, napftiklad tak, Zze ho ,,obejdeme po obvodu“. Sledu hran,
ktery tim dostaneme, rikejme S.

6Politicky korektni ovSem je , Traveling Salesperson Problem*.
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(4) Dokud existuje vrchol u s alespont dvéma vystupnimi hranami, nahra-

zujeme ve sledu S hrany (u,w) a (v,u) hranou (v,w) (jesté jednou
pripomenme, Ze pracujeme s Gplnym grafem).

Tvrzeni. Algoritmus je polynomialni a vrdti trasu S obchodniho cestujiciho,
jegiz délka je

(5) Vratime S.

w(S) = wa(e) < 2- (optimdlni Teseni TSP).
ecsS

Diikaz. Kroky 1 az 3 jisté umime provést v polynomidlnim case. V kazdé iteraci
kroku 4 snizime deg® (u) a deg” (u) o jednu, krok 4 se tedy provede nejvyse
tolikrat, kolik je pocet hran grafu G. Algoritmus je tak polynomidlni.

Pti béhu algoritmu plati invariant, ze sled S prochézi vSemi vrcholy grafu G.
Na konci neexistuje vrchol, ze kterého by vychéazely dvé hrany, a sled S tedy
prochdzi kazdym vrcholem pravé jednou.

V kroku 1 je jisté w(T) < OPT, optimdlni trasa obchodniho cestujiciho
musi mit totiz alespon takovou vahu, jako je vaha minimalni kostry pokryvajici
v8echny vrcholy. V kroku 3 se diky orientaci T zapocitd kazda hrana dvakrat,
tedy

w(S) = w(T) = 2w(T) < 2- OPT.

ProtoZe ohodnoceni hran spliuje trojuhelnikovou nerovnost, hodnota w(.S) kro-
kem 4 nevzroste. O

Pozndmka. Problém obchodniho cestujiciho je vzhledem ke své praktické vyu-
zitelnosti intenzivné studovan, slusi se proto fici i néco o soucasnych zndmych
vysledcich.

TSP je NP-tézké C-aproximovat (tedy najit cestu obchodniho cestujiciho
nejvys C-krat delsi nez cesta optimélni) pro kazdou konstantu C' > 1.

Pokud vzdalenostni funkce splhuje trojihelnikovou nerovnost, TSP zlstava
NP-uplny. Dokonce se vi, ze pro jisté ¢islo g > 0 je i (1 + ¢)-aproximace NP-
uplnd. Na druhé strané je zndm algoritmus aproximujici s faktorem 3/2 (my
jsme ukazali jednodussi algoritmus s faktorem 2). Tento algoritmus byl zfor-
mulovan v sedmdesatych letech a od té doby se nikomu nepodatrilo faktor 3/2
vylepsit.
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Jesté specidlnéjsi verze problému obchodniho cestujiciho je euklidovsky TSP,
kdy vrcholiim aplného grafu K, jsou prifazeny body d-dimenzionalniho eukli-
dovského prostoru R? a ohodnoceni hrany {u, v} je euklidovsk4 vzdalenost pii-
slugnych bodt v RY. Tuto verzi TSP lze (1 + ¢)-aproximovat v polynomilnim
¢ase pro kazdé pevné € > 0 a kazdé pevné d (Cas ovSem neni nutné polynomialni
v zavislosti na d a €).
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7. ROVINNE GRAFY A KURATOWSKEHO VETA

Definice. Graf je rovinny, pokud existuje jeho nakresleni v euklidovské roviné,
v kterém se nakresleni zadnych dvou hran nektizi. Stény nakresleni jsou souvislé
oblasti, které vzniknou z roviny po odebrani hran.”

V nasledujicim textu dokazeme jednu z nejslavnéjSich vét z oblasti rovinnych
grafii. Pochdzi od polského matematika Kazimierze Kuratowského (1896-1980),
po kterém je i pojmenovana. Jak uvidime, véta poskytuje prekvapivé jednodu-
chou kombinatorickou charakterizaci rovinnych grafi.

Definice. Necht G = (V, E) je graf a e = {z,y} € E jeho hrana. Zapis G % e
znali graf

Gre= (VU{z}, (BE\{{z,y}}) U{{z, 2}, {z,5}}),

kde z ¢ V je novy vrchol. (Na hranu {z,y} ,pfikreslime“ novy vrchol z.) Ope-
raci % budeme nazyvat déleni hrany a jejim postupnym opakovanim dostaneme
deleni grafu.

Véta (Kuratowského). Graf je rovinng prdvé tehdy, kdyZ neobsahuje jako
podgraf déleni grafu Ks ani Ks 3.

Phvodni Kuratowského diikaz byl znac¢né rozsahly, rozebiral mnozstvi moz-
nych pripadi. V neddvné dobé prisel s elegantnéjsim dikazem dansky mate-
matik Carsten Thomassen, a ten si predvedeme i my. NeZz ale piejdeme k sa-
motnému dikazu, ukazeme si zdkladni definice a véty, které v ném budeme
potiebovat.

Lemma (usaté). Graf G je 2-souvisly, prdvé kdyZ je mozné vytvorit ho z li-
bovolné€ jeho kruznice priddvdnim usi (neboli operacemi priddni hrany a déleni
hrany).

Diikaz miize ¢tendf najit v knize Kapitoly z diskrétni matematiky.

Lemma 1. KaZdy rovinny graf je mozné nakreslit tak, Ze predem zvoleny vr-
chol v (resp. predem zvolend hrana e) lezi na hranici vnéjsi stény.

Diikaz. Vyuzijeme stereografickou projekci, zobrazeni, pomoci kterého umime
rovinny graf prekreslit na sféru tak, Ze ani na ni se zddné dvé hrany nekiizi.
S vyjimkou ,,severniho pdlu“ se jedna o bijekci, takze nakresleni je mozné pre-
vést i1 zpétné do roviny. Aby vrchol v (pfipadné hrana e) leZel na hranici vnéjsi

"Tato definice je spiSe intuitivni, ndm ale bude postatovat. Pokud by &tendie zajimalo
jeji formdlni znéni, miZe ho najit naptiklad v knize Kapitoly z diskrétni matematiky od
J. Matouska a J. NeSetrila.
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stény, staci vhodné pootocit sférické nakresleni pred projekci do roviny. Kon-
krétné tak, aby ,severni pdl“ lezel ve sténé incidentni s vrcholem v (pripadné
hranou e).

Podrobnosti si ¢tenar mtize preCist opét v Kapitolach z diskrétni matema-
tiky. O

Pozorovani. Necht A je vrcholovy tez v grafu G s minimdlnim moZnym po-
¢tem vrcholi. Potom z kaZdého vrcholu z A vede alespori jedna hrana do kaZdé
komponenty indukovaného podgrafu G\ A := G[V(G) \ A].

Dikaz. Pro spor predpokladejme, 7e v A existuje vrchol x, ktery neni spojeny
s nékterou komponentou souvislosti grafu G \ A. Potom ale mnozina A \ {z}
bude tvorit téz vrcholovy fez, ktery ma mensi pocet vrcholt nez A, coz je spor
s jeji minimalitou. 0

V nésledujicim textu budeme pouzivat operaci kontrahovani hrany, jejiz de-
finici miize ¢tendr najit v kapitole o Edmondsové algoritmu.

Lemma 2. V kaZdém vrcholové 3-souvislém grafu G o alesponi 5 vrcholech exis-
tuje hrana e, jejizZ kontrakci se 3-souvislost neporusi. Disledkem toho je mozZné
vytvorit kazdy vrcholové 3-souvisly graf z K4 nékolikanasobnym opakovdnim ob-
racené operace ke kontrakci hrany, pricemz v kaZdém kroku bude navic vznikly
graf vrcholové 3-souvisly.

Diikaz. Postupujeme sporem: necht existuje vrcholové 3-souvisly graf G o ale-
spon 5 vrcholech a necht pro kazdou jeho hranu e plati, ze G . e uz neni vrcholové
3-souvisly (vrchol, ktery jsme obdrZeli kontrakci hrany e, budeme nazyvat v,).

Podle definice 3-souvislosti existuje pro kazdou takovou hranu mnozina vr-
choli A C V(G .e), s mohutnosti |A| < 3, po jejimz odebréni se G .e stane
nesouvislym. Pokud by A obsahovala jen jeden vrchol (bud v, anebo néjaky
jiny), nebyl by ptvodni graf G vrcholové 3-souvisly, protoze

e kdyz A = {v}, vrcholy hrany e by tvofily fez v G, a
e kdyz A = {z}, z # v, mnozina A je fez v grafu G.

Nutné tedy |A| = 2. Mohl by vrchol v, chybét v mnoziné A? V takovém ptipadé
by A byl fez v GG, takze A obsahuje vrchol v, a néjaky dalsi.

Shrnutim predeslych ivah dostavame, Ze pro kazdou hranu e existuje vr-
chol z. takovy, ze eU{x.} je fez v G. Zvolme nyni hranu e a k ni vrchol z. tak,
abychom po jejich odebrani dostali nejvétsi moznou komponentu souvislosti,
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oznacime ji K.. NaSim cilem je pro spor najit néjakou jinou hranu (s prislusnym
vrcholem), jejimz odebranim vznikne vétsi komponenta nez K.; tim dokdzeme,
ze takova hrana e neexistuje.

Pokud budeme vrcholy nelezici v komponenté K. nazyvat zbytek, z prede-
§lého pozorovani plyne, Ze x. je spojeny hranou (ozna¢me ji f) s nékterym
vrcholem ze zbytku. I k této hrané f existuje vrchol z, ktery s ni tvoii vr-
cholovy rez. Rozebereme moznosti, kde vS§ude mize lezet vrchol z;. V kazdém
pripadé dostaneme vétsi komponentu souvislosti.

(1) Vrchol z; lezi ve zbytku. Po jeho odebrani komponenta K. zlstane
neporusend a navic k ni pribude hrana e.

(2) Vrchol z¢ je jednim z krajnich vrcholG hrany e. Komponenta K. opét
zustane neporusend a navic je s ni spojen jesté druhy vrchol hrany e.

(3) Vrchol zy € V(K.). Neni tplné jasné, zda-li se komponenta K. + e
nemlZe odebranim zy rozpadnout. V takovém piipadé bychom vsak
mohli pouzit vrcholy z; a z. jako vrcholovy fez v plvodnim grafu,
coz predpoklad zakazuje. Odebranim x; se sice komponenta K. zmensi
o jeden vrchol, nicméné hrana e prispéje dvéma novymi.

Kazda moznost tedy vede ke sporu. O

Lemma 3. V libovolnem rovinném nakresleni rovinnéeho vrcholové 2-souwvislého
grafu je hranici kaZdé stény (grafova) kruznice.

Dikaz. Neptitele nechdme, aby zvolil rovinné nakresleni. Pomoci usatého lem-
matu umime toto nakresleni vytvorit z kruznice pridavanim usi. Kazdym pfi-
lepenym uchem se néjaka sténa rozpadne na dvé nové, jejichz hranicemi budou
opét grafové kruznice. W

Nyni se jiz mizeme pustit do diitkazu hlavni véty.

Diikaz Kuratowského véty. Zacneme tou lehéi implikaci, zleva doprava. To, ze
grafy K5 a K3 3 nejsou rovinné (maji prili§ mnoho hran), plyne napiiklad z di-
sledkt Eulerova vzorce. Konkrétné, rovinny graf o péti vrcholech ma nejvyse
3-5—6 =9 hran, zatimco K5 ma 10 hran. Podobné rovinny graf s Sesti vrcholy
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bez trojihelniku ma nejvyse 2 -6 —4 = 8 hran, ale K33 ma 9 hran. Tedy ani
jejich déleni nemtze byt rovinné.

Tu opacnou, podstatnou implikaci ukdzeme nyni. Budeme postupovat in-
dukeci podle poétu vrcholi (dale zna¢ime n). V indukénim kroku rozliSime né-
kolik pripad podle vrcholové souvislosti grafu.

Kazdy graf na maximalné ¢tyrech vrcholech je rovinny. Jinymi slovy, K4 je
mozné nakreslit bez ktizeni, a tedy i grafy, které z néj vzniknou odebranim
hran ¢i vrchold, zistanou rovinnymi. Prvni krok indukce (pro n < 4) mame
tedy hotovy.

Od nepritele jsme dostali graf G s n > 5 vrcholy, ktery neobsahuje déleni K
ani K3 3. Predpoklddejme, Ze pro mensi grafy véta plati, tj. vime, ze graf na
méné nez n vrcholech bez déleni K5 a K3 3 je rovinny. Podivame se, jaky ma GG
stupen vrcholové souvislosti a jednotlivé pripady dokdzeme zvlast.

(1) ky(G) = 0 aneb graf G je nesouvisly. Na kazdou komponentu souvislosti
pouzijeme zvlast indukéni predpoklad a vysledky nakreslime dostateéné
daleko od sebe.

(2) ky(G) = 1. Vrcholova souvislost je rovnd 1, takze G obsahuje artiku-
laci u. Necht se po odebrani artikulace u graf G rozpadne na komponenty
souvislosti C1, ... ,Cy.

Uvézime grafy G; = G[C1 U {u}] a G2 = G[C2 U ... U Cy U {u}].
Podle predpokladu Zadny z nich neobsahuje déleni K5 ani K3 3 a kazdy
ma méné nez n vrchol. Pouzitim indukéniho predpokladu je mizeme
nakreslit bez kiizeni hran. Nyni uzijeme lemma 1 a graf G; i G2 prekres-
lime tak, aby vrchol u lezel na hranici vnéjsi stény. Jednotlivd nakres-
leni ztotoznime ve vrcholu u a dostavame rovinné nakresleni ptivodniho

grafu G.
Cy
Gi
R

(3) ky(G) = 2. Necht vrcholovy fez je mnozina {u,v} a necht komponenty
souvislosti, které vzniknou po jejim odebrani, jsou Ci,...,Cg. Nyni
uvdzime grafy G; = G[C1 U {u,v}] + {u,v} a G2 = G[Co U ... UCy U
{u,v}] + {u,v} (pfiddme hranu {u, v}, kterd v pivodnim grafu vibec
nemusela byt).
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Mohlo v nékterém G; vzniknout déleni zakizaného grafu? Jestlize
ano, muselo toto déleni obsahovat hranu {u, v}. Ale protoze v piivodnim
G existovala cesta mezi u a v pfes G;,j # ¢, dostali bychom i v G
déleni zakdzaného grafu. Oba grafy tedy splhuji podminky indukéniho
predpokladu a mizeme je nakreslit bez kiizeni. Opét podle lemmatu 1
grafy G1 i G2 prekreslime tak, aby hrana {u,v} byla nakreslend na
hranici vnéjsi stény. Jednotlivd nakresleni ztotoznime v u a v, ¢imz
dostaneme rovinné nakresleni G.

(4) ky(G) > 3. Musime jesté rozebrat pripad, kdy je graf G vrcholové ale-
spon 3-souvisly. Tim se budeme zabyvat po zbytek dikazu.

Podle lemmatu 2 v grafu G existuje hrana e = {u,v} takova, ze G' = G .e
je také vrcholové 3-souvisly.

Fakt. G' rovnéz neobsahuje déleni K5 ani Ks 3.

Diikaz. Pokud by graf G' néjaké takové déleni obsahoval, urcité by v ném lezel
vrchol v, jenz vznikl kontrakci hrany e. Rozebereme ptipady, jak mohla vypa-
dat situace v GG pred kontrakci hrany e, v zavislosti na umisténi vrcholu v,.

(1) Vrchol v, lezi v nékteré hrané déleni K5 nebo K33 (je jejim vnitinim
vrcholem). Je ziejmé, 7e v takovém piipadé by i v G muselo existovat
déleni nékterého ze zakazanych grafii, coz by byl spor s predpokladem

véty.
z X
T
< - Ve vy > o€
y
Y Y

(2) Vrchol ve je krajnim vrcholem déleni K5 3. Jak je vidét i z obrazkd, opét
by v G bylo déleni K3 3 — spor.

& Ve

(3) Vrchol v, je krajnim vrcholem déleni K5. Prvni dvé moznosti ukazujici
situaci pred kontrakci by vedly k déleni K5 v grafu GG, zbyvajici treti vede
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moznost k déleni K3 3. Jelikoz G neobsahuje ani jeden ze zakdzanych
grafii, opét jsme dospéli ke sporu.

O

Ted uz miiZzeme dokoncit cely dikaz.

Protoze graf G’ ma méné vrcholi nez G a neobsahuje déleni zakdzanych grafa
(vyuzivame predchozi fakt), je podle indukéniho predpokladu rovinny. Vezméme
jeho rovinné nakresleni a vynechme vrchol v, (vznikl kontrakci hrany e). Graf
G'\ {v.} je vrcholové 2-souvisly, a tedy podle lemmatu 3 je hranici kazdé stény
kruznice. Vratime vrchol v, do stény s, ve které lezel a posledni véc, kterou
musime ukazat je, ze v, lze roztdhnout zpét na plivodni hranu e a zachovat
pfitom rovinnost.

Oznac¢me sousedy vrcholu v, na hranici stény s jako vq,... ,v,, uvazujeme
pofadi ve sméru otaceni hodinovych rucicek. Nékteré z téchto vrcholi jsou
v (G sousedé vrcholu u, jini sousedé vrcholu v. Vrchol v, nelze roztahnout na
hranu e a zachovat pfitom rovinnost, pouze pokud nastane jeden z nasledujicich
pripadi:

(a) Existuji indexy 7 < j < k < [ takové, ze v;, v jsou sousedé vrcholu u
a vj,v; jsou sousedé vrcholu v. Situace je schématicky zndzornéna na
obrazku vlevo.

(b) Existuji vrcholy v;,v;, vk, které jsou sousedé jak u, tak i v (obrazek

vpravo).

UV

Uy Vg

U; V;

V obou pripadech bychom v grafu G nasli déleni jednoho ze zakazanych
grafi. V obrdzku nalevo bychom nasli K33, prvni ¢ast je znaCena Ctverecky,
druhd kolecky. V obrazku napravo by vrcholy u,v,v;,v;, vy tvorily Ks. O



