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Co to je a k ¢emu miize byt

Linearni programovani kupodivu nesouvisi s programovanim pocitaca. Ter-
min byl zaveden v dobach, kdy pocitacid bylo méalo a jesté byly vétsinou
utajené. Slovo programovani bylo prevzato z americké armadni hantyrky,
kde se pouzivalo ve vyznamu rozvrh ¢i plan néjaké ¢innosti, naptiklad vy-
cviku. Cilem linedrniho programovani tehdy bylo stanovit optimélni plan.
Slovo linearni pak napovida, Ze pfipustné plany jsou vymezeny linedrnimi
podminkami pro uvazované veli¢iny, a také Ze kvalita planu (tfeba ndklady
nebo trvani) se pométuje néjakou linedrni funkei téchto velicin.

V podobném duchu se linedrni programovani brzy zacalo pouzivat pro
planovani vSemoznych ekonomickych aktivit, naptiklad pfepravy surovin
a vyrobki mezi tovarnami, osivani poli vselijakymi plodinami nebo fezani
velkych papirovych roli na mensi v rozmeérech objednanych zakazniky. Sou-
slovi ,,planovani s linedrnimi omezujicimi podminkami“ by asi 1épe vystiho-
valo tento ptivodni smysl linedrniho programovani. Nicméné termin linearni
programovani se mezitim ustalil, a zaroven se jeho vyznam podstatné roz-
§iril: zdaleka uz nehraje roli jen v matematické ekonomii, ale objevuje se
hojné naptiklad i v informatice.
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1.1 Uloha linearniho programovani

Zacéneme velmi jednoduchym pfikladem tlohy linedrniho programovani:

maximalizovat hodnotu T1 + To

mezi véemi vektory (r1,x2) € R?

spliiujicimi podminky 1 >0
T2 Z 0
xg —x1 <1
T1 + 629 < 15

4:171 — T2 S 10.

K této tiloze snadno nakreslime obrazek. Mnozina {x € R2: 29 —1 < 1}
je polorovina pod pfimkou x5 = z1 + 1, a podobné kazda ze zbyvajicich
CtyT nerovnic definuje polorovinu. MnoZina v8ech vektori spliiujicich vSech
pét podminek zaroven je konvexni mnohothelnik:

.23120

4.’L’1 — X9 S 10

Ktery bod mnohothelnika maximalizuje hodnotu x1 + 22?7 Ten, ktery lezi
ynejdale ve sméru“ vektoru (1, 1), vyznaceného Sipkou, ¢ili bod (3, 2).

Obrat ,nejdéle ve sméru® je v uvozovkach, protoze je ponékud nepfesny.
Presnéji, uvazime primku kolmou k té Sipce, rovnobézné ji posunujeme ve
sméru Sipky a hledame bod, v némz naposledy protne nas mnohouhelnik.
(Funkce x1 4 x4 je totiz na kazdé pfimce kolmé k vektoru (1, 1) konstantni,
a kdyz pfimku posunujeme ve sméru tohoto vektoru, hodnota funkce roste.)
Viz obrazek:
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T+ =4 T1+T2=9

931+$2=2

V obecné tloze linearniho programovani chceme najit vektor x* € R"
maximalizujici (nebo minimalizujici) hodnotu dané linedrni funkce mezi
vSemi vektory x € R™ spliiujicimi danou soustavu linearnich rovnic a ne-
rovnic. Linedrni funkce, kterd se ma maximalizovat, pfipadné minimali-
zovat, se jmenuje téelova funkce a je tvaru ¢/'x = cizy + -+ + cpn,
kde ¢ € R" je dany vektor!. Linearnim rovnicim a nerovnicim v tloze se
zpravidla Fikd omezujici podminky nebo omezeni. Pocet omezujicich
podminek se obvykle znaci m.

Uloha linearniho programovani se ¢asto zapisuje pomoci matic a vek-
torli, podobné jako soustava linedrnich rovnic se v linearni algebfe pise
Ax = b. Abychom si takovy zapis usnadnili, miZzeme kazdou rovnici v tloze
nahradit dvéma nerovnicemi. Napiiklad misto omezujici podminky x; +
3z = 7 bychom dali dvé omezeni z1 + 3x2 < 7 a x1 + 3z2 > 7. Déle lze
smeér nerovnosti obratit zménou znamének: z1 + 3z > 7 je ekvivalentni
—x1 — 322 < —7, a tudiz mtzeme predpokladat, ze vSechny nerovnosti jsou
tieba ,,<“. Kone¢né minimalizace tcelové funkce ¢”x je ekvivalentni ma-
ximalizaci —c”x, takze mtzeme vzdy piejit tfeba k maximaliza¢ni tloze.
Po téchto upravach miazeme kazdou tlohu linedrniho programovani zapsat
takto:

maximalizovat hodnotu cT'x

pres vSechny vektory x € R™ spliujici podminku  Ax < b,

Vektor ¢ € R™ chapeme také jako matici typu nx1, podobné jako ostatni vektory
v tomto textu.
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kde A je dand redlnd matice typu mxn a ¢ € R", b € R™ jsou dané
vektory. Pritom relace < plati pro vektory stejné délky pravé tehdy, kdyz
plati po slozkach.

Vektor x € R", jenz spliiuje vSechna omezeni dané tlohy, se nazyva
pripustné Feseni. Kazdému x* € R™, které déava nejvétsi moznou hodnotu
c¢’x mezi vSemi pfipustnymi x, se ¥ikd optimalni FeSeni nebo kratce
optimum. V Gvodni tloze mdme n = 2, m = 5, a ¢ = (1,1). Jediné
optimélni FeSeni je vektor (3,2), kdezto napiiklad (2, %) je pfipustné feseni,
které neni optimalni.

Obecné miuze uloha linedrniho programovani mit jediné optiméalni fe-
Seni, nebo nekonecné mnoho optiméalnich feseni, nebo ani jedno. Situaci
s jednim optimélnim fesenim jsme vidéli v ivodni tloze. Zménime-li vek-
tor ¢ na (%, 1), budou optimalnimi feSenimi v§echny body na silné vytazené
strané pétithelnika:

x1 + 6zo < 15

.2?220

1120

4$1 — X9 S 10

Obratime-li v Givodni tloze smér nerovnosti v omezenich zo — 21 < 1 a
4z — x2 < 10, dostaneme tlohu, jez nemd zadné pfipustné feseni, a tedy
ani TFeSeni optimalni:
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T, + 629 < 15

LUQZO

(070) Xr1 Z O

4.%'1 — X2 Z 10

Konecné optimalni feseni existovat nemusi, ani kdyz pfipustna feSeni exis-
tuji, totiz tehdy, nabyva-li icelova funkce libovolné velkych hodnot (takova
uloha se nazyva neomezend). To se stane, tfeba kdyz z ivodni tlohy od-
stranime omezeni 4x1 — o < 10 a 1 + 6z < 15:

(Ez—.’lﬁlgl

(1,1)

(070> T Z 0

V kapitole 4 dokazeme, ze zadné podstatné jiné situace nastat nemohou,
neboli Ze kazd4 tloha linedrniho programovani je bud nepfipustnd (nemé
74dné piipustné feseni), nebo neomezend, nebo mé optimalni Feseni.
Uvodni tlohu jsme vyfesili graficky. Slo to dobie, protoze jsme méli
jenom dvé proménné. Ulohu se ¢tyfmi proménnymi ale uz obrazkem ne-
znazornime, natoz abychom ji dovedli obrazkové fesit, a pfitom pofadna
tloha linearniho programovani mize mit tfeba desetitisice proménnych a
podminek. Grafické znazornéni je uzitecné pro pochopeni pojmu a postupt
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linedrniho programovani, ale jako vypocetni metoda je bezcenné. Nékdy
miize byt dokonce i zavadéjici, protoze objekty ve velké dimenzi se mohou
chovat dost jinak, nez napovida intuice ziskana v roviné€ nebo ve t¥idimen-
zionalnim prostoru.

Jeden z hlavnich poznatki, které by si mél ¢lovék o linedrnim progra-
movani navzdy zapamatovat, je:

Uloha linedrniho programovani je efektivné fesitelna, jak v teorii tak
v praxi.

(Aby poznatek daval smysl, nesmi se samoziejmé ani zapomenout, co tloha
linedrniho programovéani je.)

e V praxi je na jeji feSeni k dispozici fada softwarovych balikt. Zvlad-
nou vstupy s desitkami tisic proménnych a podminek. Ulohy se speci-
alni strukturou, jako napfiklad s malym poctem nenulovych koefici-
enttu v kazdé omezujici podmince, 1ze ¢asto Fesit i pfi mnohem vétsich
poctech proménnych a omezeni.

e V teorit byly vyvinuty algoritmy, které dokazatelné vyfesi kazdou
tlohu linedrniho programovani v ¢ase omezeném jistou polynomialni
funkci velikosti vstupu. Velikost vstupu se pfitom méri jako celkovy
pocet bitl, potfebnych k zapsani vsech koeficient v ucelové funkci a
ve vSech omezujicich podminkéch.

Tato konstatovani shrnuji vysledky dlouhého a usilovného vyzkumu a efek-
tivni metody feSeni tlohy linedrniho programovani nejsou nijak jednoduché.

1.2 Co najdete v tomto spisku

Zbytek kapitoly 1 uvadi linedrni programovani do souvislosti s linearni al-
gebrou a kratce pojednava o jeho historii a aplikacich.

U naprosté vétsiny ¢tenard se da ocekavat, ze setkaji-li se kdy s lineér-
nim programovanim ve vyzkumu ¢i v praxi, budou je pouzivat jako ¢ernou
skrinku. Z tohoto hlediska je klicova kapitola 2 popisujici fadu vypocetnich
problému fesitelnych pres linearni programovani. V navazujici kapitole 3 se
mluvi o takzvaném celo¢iselném programovani, v némz se také optimalizuje
linearni funkce pfes mnozinu uréenou linedrnimi omezenimi, ale proménné
navic musi nabyvat celo¢iselnych hodnot. V této souvislosti se ukéze, jak
linearni programovani muze pomoci napfiklad pribliznému feseni obtiznych
vypocetnich problémi.
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Kapitola 4 pfinasi zakladni teoretické poznatky o linedrnim programo-
vani a o geometrické strukture mnoziny vSech pripustnych feseni. Pojmy
jako konvexita a konvexni mnohostén, s nimiz se tam pracuje, jsou dulezité
v mnoha dalsich odvétvich matematiky a teoretické informatiky.

Dalsi kapitola pokryva simplexovou metodu, coz je zakladni algoritmus
pro FeSeni tloh linedrniho programovani. Simplexova metoda se vSemi de-
taily je pomérné komplikovana, a z dnesniho hlediska neni pro prvni sezna-
meni s linedrnim programovanim nezbytné, i kdyz nékteré tradi¢ni tvody
do linedrniho programovani se omezuji prakticky jenom na ni.

V kapitole 6 zformulujeme a dokadZeme vétu o dualité, jeden z hlavnich
teoretickych vysledkt linedrniho programovani a velice uziteény dikazovy
nastroj.

Kapitola 7 pojednéava o dalsich dvou dilezitych algoritmickych piistu-
pech k linedrnimu programovani, elipsoidové metodé a metodach vnitiniho
bodu. Oba jsou pomérné slozité, a zde jen naznac¢ime hlavni myslenky bez
naroku na uplnost a pfesnost.

Dvé trovné textu. Toto pojednani mé byt predev§im ucebnim textem
pro prvni roénik MFF UK. Prfitom ale mnohé podstatné vysledky o line-
arnim programovani, které by bylo skoda vynechat, jsou slozité, pripadné
pouzivaji matematické metody, jejichz znalost se v prvnim ro¢niku neda
predpokladat. Proto je text rozdélen do dvou trovni. Na zakladni arovni
jsem se snazil o plnost a dostatecnou podrobnost dukazu.

Druhé, rozsifujici ¢i ,osvétova“ troven textu je typograficky vyznacena
takto. V takovych ¢astech, uréenych hlavné pro matematicky zralejsi ctenare,
feknéme studenty vyssich ro¢niki, zafazuji nastiny dikaz a ne zcela presné
formulace pokrocilejsich vysledkt. Komu pfipadaji nesrozumitelné, muze je
prosté ignorovat — zakladni text by mél davat smysl i bez nich.

Ani cely zékladni text se ovSem v pfednésce v prvnim roéniku zdaleka
neprobere, takze ¢tenar si z néj mize vybrat podle sylabu a podle vlastniho
zajmu.

1.3 Linearni programovani a linearni algebra

Na zaklady linearni algebry muzeme pohlizet jako na teorii feseni soustav
linearnich rovnic. V linearni algebfe se samoziejmé déla i mnoho jinych
véci, ale soustavy linearnich rovnic jsou jednim z hlavnich témat. Klico-
vym algoritmem je Gaussova eliminace, kterd efektivné najde feSeni takové
soustavy, a dokonce i popis mnoziny vSech feSeni. Geometricky je mno-
zina vSech feSeni afinni podprostor R™, coz je dulezity linearné algebraicky
pojem.
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Disciplinu linedrniho programovani miazeme v podobném duchu pova-
zovat za teorii FeSenl soustav linearnich nerovnic.

To je v tloze linedrniho programovani trochu zatemnéno tim, Ze nehle-
dame libovolné feSeni dané soustavy nerovnic, nybrz feseni maximalizujici
danou téelovou funkci. D4 se ale ukédzat, Ze najit jedno (libovolné) pfipustné
feseni tlohy linedarniho programovani, pokud existuje, je z vypocetniho hle-
diska problém témér stejné obtizny jako najit Feseni optimalni. Postup, jak
ziskat optimalni reseni, kdyz umime pocitat pripustna feseni, zde jen nazna-
¢ime (elegantnéjsi zptisob popiSeme v sekci 6.1). Kdyz naptiklad pfedem vime,
ze optimalni hodnota tGcelové funkce v dané tloze je mezi 0 a 100, miazeme se
nejdfiv ptat, jestli existuje pfipustné x € R™, pro néz je ucelova funkce aspori
50. To jest, pfidame k omezujicim podminkam dalsi nerovnici pozadujici, aby
ucelova funkce byla aspon 50, a zjistime, jestli tato pomocné tloha ma pii-
pustné feseni. Pokud ano, budeme se déale stejnym trikem ptat, jestli tcelova
funkce mitize byt asponn 75, a pokud ne, budeme zjistovat, jestli miZe byt
aspori 25, atd. Ctena¥ s informatickymi podminénymi reflexy uz nejspis po-
znal strategii binarniho vyhledavani, jiz mizeme optimalni hodnotu ucelové
funkce pomérné rychle lokalizovat s velkou pfesnosti.

Mnozina vSech feSeni soustavy linedrnich nerovnic s n proménnymi je
geometricky prunikem kone¢né mnoha poloprostori v R™. Takové mnoziné
se Tika konvexni mnohostén, a znamymi priklady konvexnich mnohostént
v R3 jsou krychle, kvadr, &tyfstén a pravidelny dvanéctistén. Konvexni
mnohostény jsou objekty matematicky mnohem slozitéjsi nez vektorové
¢i afinni podprostory. MuZeme byt vlastné vdécni, ze v tloze linedrniho
programovani mame ucelovou funkci: jako feseni staci vypocitat jediny bod
x* € R™ a nemusime se trapit s celym mnohosténem.

Roli podobnou té, jiz ma v linearni algebie Gaussova eliminace, hraje
v linedrnim programovani simplezovd metoda. To je algoritmus, ktery resi
tlohu linedrniho programovani, vétsinou dosti efektivné, a umoznuje téz
dokazovat vysledky teoretické.

Paralely mezi linearni algebrou a linedrnim programovanim jesté shr-
neme v tabulce:

Zékladni tloha Algoritmus  MnozZina FeSeni
Linearni soustava Gaussova afinni
algebra linearnich rovnic eliminace podprostor
Linearni soustava simplexovd  konvexni
programovani | linedrnich nerovnic metoda mnohostén




11 1. Co to je a k ¢emu muze byt

1.4 Vyznam a historie linearniho programovani

Simplexova metoda byla ve zvlastnim cisle casopisu Computing in Science
& Engineering zafazena mezi deset algoritmil, které nejvice ovlivnily vyvoj
védy a techniky ve dvacidtém stoleti?. I kdyz se jisté leckdo miize piit,
ze simplexova metoda spravné patii tfeba az na misto ¢trnacté, a kazdé
takové hodnoceni je nutné subjektivni, dilezitost linedrniho programovani
je zpochybnitelnd tézko.

Simplexovou metodu vymyslel a rozpracoval v roce 1947 George Dan-
tzig ve sluzbach amerického vojenského letectva. Uz dfive, v roce 1939,
byl Leonid Vitalijevi¢ Kantorovi¢ v Sovétském Svazu povéfen reorganizaci
dfevozpracujiciho primyslu a zformuloval pfitom jistou specialni tfidu iloh
linearniho programovéani a zarodeénou podobu simplexové metody na jejich
feseni. Jak uz to byva v takovych statech, jeho objevy se neprosadily a nikdo
na né nenavazal. Kantorovic spolu s Tjallingem Koopmansem dostali v roce
1975 Nobelovu cenu v oboru ekonomie za prikopnické prace o optimalni
alokaci zdroju. Ponékud ironicky Dantzig, jehoz prispévek k linedrnimu
programovani je bezpochyby vyznamnéjsi, Nobelovu cenu nedostal — jeho
prace byla patrné tehdy shledana na cenu v ekonomii pfili§ matematickou.

Objev simplexové metody ovlivnil ekonomickou teorii i praxi. I na ma-
nazery zvyklé spoléhat na zkuSenost a intuici udélalo dojem, kdyz se na-
klady snizily tfeba o 20% pouhou reorganizaci podle jakéhosi zahadného
vypoctu. Zvlast, kdyz to dokézal na zdkladé par ¢isel nékdo, kdo nemohl
védeét, jak to v podniku chodi, zdaleka tak dobfe jako oni. Najednou uz
v konkuren¢nim prostiedi neslo matematické metody beztrestné ignorovat.

Linearni programovani se od ¢tyticatych let velice rozvinulo, a také se
pro néj nasly nové typy aplikaci, zdaleka ne jenom v matematické ekonomii.

V informatice se z néj stal zdkladni nastroj v konstrukci algoritm.
Pro fadu vypocetnich tloh se poprvé podarilo ukazat existenci teoreticky
efektivniho (polynomiélniho) algoritmu pfes obecné techniky zaloZené na
linedrnim programovéni. Pro obtiZzné vypocetni tlohy (NP-tézké, pokud
tento termin ¢tenafi néco fekne), které zpravidla neni nadéje vyfesit pfesné,
se hledaji priblizné algoritmy, a linedrni programovani je jednou z hlavnich
¢asti nejmocnéjsich zndmych metod.

Dalsi prekvapivé pouziti linedrniho programovani je ryze teoretické: véta
o dualité, k niz se dostaneme v kapitole 6, se objevuje v dikazech matema-

2Zbyvajicich devét algoritmt je Metropolisova metoda pro Monte Carlo algoritmy,
Krylovova metoda FeSeni soustav linedrnich rovnic, dekompozice v maticovém pocitani,
optimalizujici kompilator Fortranu, QR algoritmus na vypocet vlastnich ¢isel, tfidici al-
goritmus Quicksort, rychla Fourierova transformace, algoritmus na hledani celociselnych
relaci mezi redlnymi cCisly a rychld multipolarni metoda na vypocet elektrostatickych a
gravitacnich potenciali.
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tickych tvrzeni, predevsim v kombinatorice, a poskytuje sjednocujici abs-
traktni ndhled na mnoho zdanlivé nesouvisejicich vysledkt. Pravé zminéné
metody dtikazil a konstrukce algoritmi jsou nanestésti prilis pokrocilé na
to, abychom si na né mohli troufnout v kratkém tvodnim textu.

Pocitace jsou dnes nesrovnatelné rychlejsi nez tfeba pred padesati lety,
takze nikoho neudivi, Ze dnes lze fesit podstatné vétsi tlohy linearniho pro-
gramovani. Ale kupodivu vétsi podil neZ zrychleni pocitaci méa na tomto
zvétseni zvladnutelnych tloh teoreticky pokrok v algoritmech. To dokumen-
tuje, jak se rozrostla i samotna teorie algoritmi linedrniho programovéani.
Neékolik zasadnich vysledki nastinime v kapitole 7.



Priklady

Linearni programovani je znamenity nastroj. Aby ho vSak ¢lovék mohl po-
uzit, musi napted pojmout podezteni, ze by uvazovany vypocetni problém
mohl jit vyjadrit jako tloha linedrniho programovani, a potom ho tak do-
opravdy vyjadfit. Ani jeden z téchto krokt nemusi byt jednoduchy. V této
kapitole ukdzeme aspon malou ¢ast ze Sirokého spektra tloh, na néz se
linearni programovani hodi, a budeme demonstrovat nékolik triki, jak pre-
formulovat problémy, jez na prvni pohled na linearni programovani nevy-
padaji. Dalsi piiklady zminime v kapitole 3.

Jakmile se ndm podaii uvazovany problém formulovat jako tlohu line-
arnitho programovani, mtzeme nasadit néktery z obecnych algoritmii. Z hle-
diska programatora, feknéme, je to zptsob velmi pohodlny, protoze staci
do obecného algoritmu spravné zadat Gcelovou funkci a vsechny omezujici
podminky.

Nemusi to ale byt postup vypocetné nejefektivnéjsi. Pro fadu problémi
jsou znamy specializované algoritmy, které pracuji podstatné rychleji nez
obecny pristup zalozeny na linearnim programovani. Tak naptiklad studium
toktl v sitich (oddil 2.2) tvoii dnes pomérné rozsahly podobor teoretické
informatiky, s fadou specializovanych (a nékdy dosti slozitych) algoritmi.
Pocitat maximalni tok pres linedrni programovani neni pro velké tulohy
nejlepsi pristup.

Nicméné i u problémt, kde se linedrni programovani nakonec neukéze
jako nejefektivnéjsi mozna metoda, ma ¢asto smysl s nim zacit. MuzZzeme tak
rychle ziskat fungujici prototyp algoritmu a na jeho zakladé se napiiklad

rozhodnout, jestli se vyplati vyvijet pro uvazovanou tlohu specializovany
kéd.
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2.1 Varime zdravé a levné

Potravni inspekce Evropské unie odhalila, ze jidla podavana v restaurac-
nim zafizeni , U neurvalce®, jako napriklad utopenci, slanecci a gulas se
Sesti, neodpovidaji novym pfedpistim, a jmenovité zminila ve zpravé nedo-
statek vitaminit A a C a vladkniny. Provozovatel restaurace se snazi nedo-
statky Tesit dodanim zeleninové ptilohy, kterou hodla zkombinovat z bilého
zeli, mrkve a zasob nakladanych okurek nalezenych ve sklepé. Nasledujici
tabulka shrnuje ¢iselné podklady: predepsand mnozstvi jednotlivych vita-
mind a minerald na porci, jejich zastoupeni v prislusnych potravinach a

jednotkové ceny potravin'.

surovina mrkev  zeli bilé okurky pozadovano
syrovd  syrové naklddané || na 1 porci
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 10 15 mg
vladknina [g/kg] 30 20 10 4g
cena [K¢/kg] 15 10 3* —

*Zustatkova Gcetni cena zasob, patrné neprodejnych.

Za jakou miniméalni dodate¢nou cenu na kazdou porci lze pozadavkim
inspekce timto zptsobem vyhovét? To l1ze vyjadiit nésledujici tlohou line-
arnitho programovani:

minimalizovat  15zp + 102z + 3zo

za podminek zp >0
Tz Z 0
xo >0
35xp +0.527 4+ 0.520 > 0.5
60z + 300z + 10zp > 15
30xy + 20z 7 + 10zp > 4.

Proménni z,; udava mnozstvi mrkve pridané k jedné porci, a podobné pro
zz a xo. Uéelova funkce vyjadiuje cenu této kombinace. Mnozstvi mrkve,
zeli i okurek jsou vzdy nezaporna, coz rikaji podminky x5 > 0, zz > 0,
zo > 0 (kdybychom je nezahrnuli, optimélni feSeni by mozna mohlo mit
mnozstvi nékteré drazsi suroviny zaporné, éimz by se jakoby uset¥ilo). Ko-
necné nerovnice na poslednich tfech Fadcich specifikuji dodrzeni celkového
obsahu vitamini A a C a vlakniny.

Ulohu mutizeme vyfesit napiiklad simplexovou metodou. Optimalni fe-
Seni dava cenu 1,40K¢ s davkou 9,5g mrkve, 38g zeli a 290g okurek na porci

1Pro ty, kdo se zajimaji o zdravou vyzivu: obsahy vitaminti a dalsi idaje jsou viceméné
realistické.
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(v8e zaokrouhleno na dvé platné éislice). Dalsi inspekei by nejspis neproslo
— ve skutecnosti by asi bylo tfeba ptidat dalsi omezeni, napiiklad ze okurek
nesmi byt pfilis§ mnoho.

Tento priklad jsem zafadil, abych pfilis nevybocoval z fady. Jak se zda,
v8echny tivody do linedrniho programovani zacinaji rliznymi vyzivovacimi
priklady, nejspiS proto, ze prvni vétsi optimalizacni problém, na kterém
se simplexovy algoritmus v roce 1947 testoval, bylo slozeni potravnich da-
vek. Jaké potraviny zkombinovat a v jakém mnozZstvi, aby se dodrzela mi-
nimalni mnozstvi vSech dilezitych zivin a aby denni ptidél pfitom vysel
co nejlevnéji? Tehdy zformulovand tloha linedrniho programovani méla 77
proménnych a 9 omezeni a jeji feSeni simplexovym algoritmem na ruc¢nich
kalkulatorech zabralo asi 1000 pracovnich hodin.

Pozdéji, kdyz uz George Dantzig mél pristup k pocitaci, zkousel opti-
malizovat dietu i pro sebe. Optimalni feSeni prvni tlohy linearniho progra-
movani, jiz k tomu cili sestavil, doporucovalo konzumaci nékolika litra octa
denné. Kdyz z dalsiho zadani ocet odstranil, vyslo jako nejvhodnéjsi zaklad
stravy zhruba 200 polévkovych kostek na den.

Tato historka, jejiz pravdivost neni zcela vylouc¢ena, nijak nesnizuje silu
linearniho programovani, ale ilustruje, jak tézké je matematicky zachytit
vSechny dtlezité aspekty problému ze zivota. V oblasti vyzivy napiiklad
dodnes neni jasné, jaky pfesné maji jednotlivé potraviny vliv na lidsky
organismus (i kdyZ samoziejmé spousta véci jasnych je, a nadéje, ze véda
budoucnosti bude doporucovat napiiklad tlacenku jako hlavni ingredienci
zdravé stravy, budou patrné zklamany). I kdyby to bylo jasné dokonale,
maélokdo chce a umi presné zformulovat pozadavky, co by od své vyzivy
pozadoval — mnohem snéz se to ziejmé déla pro vyzivu nékoho jiného. Navic
mezi potfebou riznych Zivin jsou rtzné nelinearni zavislosti, takze tloha
linearniho programovani nemuze problém vyzivy dokonale vystihnout.

Linedrni programovani se bézné vyuziva v prumyslu, v zemédélstvi i
ve sluzbach, ale mnohé z takovych aplikaci jsou z abstraktniho hlediska
pouhymi variantami problému vyzZivy a neobsahuji zadné zasadné nové
matematické triky. Sestavit v praxi pro takové problémy dobré modely
mize stale byt obtizné, ale obtiznost neni razu matematického. Proto se
zde takovymi tlohami nebudeme déale zabyvat (spousta pfikladid je uve-
dena v Chvéatalové knize zmitiované v kapitole 8) a ukdZzeme si problémy,
ve kterych ma vyuziti linedrniho programovani jiny charakter.

2.2 Tok v siti

Spravce pocitacové sité premluvil zaméstnavatele ke koupi nového stroje
s kvalitnéjsimi reproduktory, a chce na néj po siti pfenést svoji hudebni
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sbirku. Sit vypad4 takto:

Jaké nejvétsi prenosové rychlosti mize dosdhnout z poéitace s (stary) na
pocita¢ n (novy)? Cisla u jednotlivych propojeni udavaji jejich prenosovou
rychlost (tfeba v MB/s). Pfedpokldddme také, ze kazdym propojenim se
daji prenaset data obéma sméry, ale ne zaroven. Naptiklad propojenim ab
se daji bud posilat data z a do b jakoukoli rychlosti mezi 0 a 1 MB/s,
nebo posilat data z b do a jakoukoli rychlosti mezi 0 a 1 MB/s, ale oboji
najednou nelze.

Uzly a,b, ..., e nejsou uzpusobeny ke skladovani vétsiho mnozstvi dat,
takze vsechna data, kterd do nich prichazeji, se musi ihned posilat dal.
Z toho uz je vidét, Ze nelze vyuzit maximéalni kapacitu vSech propojeni,
a pro kazdé propojeni je tedy potieba najit spravnou hodnotu datového
toku, aby celkova prenosova rychlost z s do n byla co nejvétsi.

Pro kazdé propojeni zavedeme jednu proménnou. Naptiklad xp. udava,
jakou rychlosti se data budou prenaset z b do e. Pritom zp. muze byt i
zaporné, coz znamena, ze data te¢ou obracenym smérem, z e do b. (Tudiz
dalsi proménnou z.p, kterd by udavala rychlost pfenosu z e do b, uz zavadét
nepotifebujeme.) Budeme mit 10 proménnych zs., Zsp, Tsc, Tab, Tads The,
Tedy Leey Tdn & Len - Uloha linearniho programovani bude:

maximalizovat  Tsq + Tgp + Tse

za podminek 3<% <3, “1<ryp <1 —-1<uze<1
—1§5Eab§1, _1§xad§1; _3§xbe§3
—4§(E5d§4, _4§xce§4; _4§xdn§4

—-1< 2., <1
Tsa = Tab+ Tad
Tsp + Tab = The
Tse = Ted T Tece
Tad +Ted = Tdn
The + Tece = Ten-

Ucelova funkce x4q + T4, + 5. udava, jakou celkovou rychlosti se data ode-
silaji z pocitace s. Ponévadz se nikde neuklddaji ani (doufejme) neztraceji,
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musi se stejnou rychlosti ptijimat v n. DalSich 10 podminek —3 < x4, < 3
az —1 < xz., < 1 omezuje prenosové kapacity. Zbyvajici podminky pak
tikaji, ze cokoliv do kazdého z uzli a az e prichazi, musi také odchézet.

Optimalni feseni této tlohy vypada takto:

Cislo u kazdého propojeni udava velikost piislusného datového toku, a Sipka
urcuje jeho smér. VSimnéte si, Ze mezi c a e je potieba posilat data ve sméru
z e do ¢, takZe z.. = —1. Hodnota ucelové funkce je 4, coz je pozadovana
maximalni prenosova rychlost.

V tomto prikladu je snadno vidét, ze prenosova rychlost nemutze byt
vétsi, protoze celkova kapacita propojeni pocitacu s a a se zbytkem sité je 4.
To je specidlni pripad pozoruhodné véty o maximalnim toku a minimalnim
fezu, kterad se probird v kombinatorice.

Uvedeny priklad datového toku v siti je maly, jednoduchy a ne uplné rea-
listicky. V praxi se ovSem uvazuji toky ve slozitych sitich, dokonce s mnoha
zdrojovymi a cilovymi uzly. Mohou to byt napiiklad sité elektrické (tece
proud), silni¢éni ¢i Zeleznicni (tecou vlaky nebo auta), telefonni (te¢ou hla-
sové nebo datové signdly), finanéni (teGou penize) a tak déle.

2.3 Zmrzlina po cely rok

Dalsi aplikace linedrniho programovani souvisi opét s jidlem, coz by vzhle-
dem k dulezitosti jidla v zivoté a slozitosti optimalizace spanku nebo lasky
nemeélo byt prilis prekvapivé. Vyrobce zmrzliny potfebuje sestavit plan vy-
roby na dalsi rok. Marketingové oddéleni vydalo nésledujici pfedpovéd mé-
si¢ni spotfeby zmrzliny v pristim roce zaloZenou na datech z predchozich
let, rozsdhlém pruzkumu trhu a pozorovani ptactva:
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prodej [tun]
700+ —

600
500
400+ —
300+
200+
100+

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
I II III IV VvV VI VII VI IX X XI XII

Jak ma vypadat plan vyroby, ktery takovouto poptavku uspokoji?

Jednoduchym fesenim by byla produkce ,pravé véas“, tedy ze zmrz-
lina spotfebovana v mésici ¢ se v mésici 7 také vyrobi. To ovSem znamena,
7e se objem vyroby bude z mésice na mésic velice ménit, a takové zmény
znamenaji nezanedbatelné naklady: bude potfeba najmout nebo propus-
tit sezénni pracovniky, prenastavit stroje a tak dale. Takze by bylo lepsi
produkovat zmrzlinu rovnomérnéji béhem celého roku: v mésicich s nizkou
poptavkou by se nevyuzita kapacita tovarny zaméstnala vyrobou zmrzliny
do zasoby na mésice s vysokou poptavkou.

Jinym jednoduchym fesenim by tedy mohl byt naprosto ,rovnomérny*
plan vyroby s tymz objemem v kazdém mésici. Po chvili uvazovani se zjisti,
ze takovy rozvrh nemusi byt mozny, pokud chceme na konci roku skoncit
bez piebytki. Ale i kdyZ je takové feSeni uskutec¢nitelné, nemusi byt idealni,
protoze skladovanim zmrzliny také vznikaji netrividlni naklady. Nejvhod-
néjsi plan vyroby patrné bude nékde mezi témito dvéma extrémy (vyrobou
sledujici poptavku a vyrobou neménnou). Chceme najit kompromis, pfi
kterém jsou celkové naklady na zmény vyrobni kapacity a na skladovani
prebytkt miniméalni.

Abychom tlohu mohli zapsat formélné, zavedeme pro poptavku v mé-
sici i (v tunach) nezédpornou proménnou d;. Dale zavedeme nezédporné pro-
ménné x; oznacujici produkci v mésici ¢ a dal$i nezaporné proménné s;
pro celkovou skladovou zasobu na konci mésice i. Na uspokojeni poptavky
v mésici 7 se d& pouzit zmrzlina vyrobena v mésici ¢ a prebytky z mésice i—1:

ri+8;_1>d; proi=1,2,...,12.
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Mnozstvi x; + s;—1 — d; je presné piebytek na konci mésice i, a tedy
Ti+8_.1—8 =d; proi=1,2,...,12.

Predpokladame, Ze na zacatku ledna nebyla zadna zasoba, a tudiz defi-
nujeme so = 0. (Pokud bychom vzali v Gvahu i minulou v§robu, sy by
byl prebytek z predchoziho roku.) Také dosadime s;2 = 0, pokud ovSem
nechceme pokracovat v planovani i na dalsi rok.

Chceme najit takové nezdporné feseni téchto rovnic a nerovnic, které
odpovidéa nejnizsim celkovym nakladim. Predpoklddejme, Ze zména pro-
dukce o 1 tunu mezi meésici ¢ — 1 a 4 stoji 1500 K¢ a skladovani 1 tuny
zmrzliny stoji 600 K¢ na mésic. Potom celkové naklady vyjadiuje funkce

12 12
1500 " Jar; — wi—1] + 600 sy,
i=1 i=1

kde dosadime z¢ = 0 (opét by se dala snadno vzit v vahu i vyroba z mi-
nulého roku).

Tato tcelova funkce sice bohuzel neni linearni, ale nastésti existuje jed-
noduchy (ale dtlezity) trik, ktery nam ji umoZni na linedrni pfevést, a to
za cenu zavedeni dal$ich proménnych.

Zména v produkci je bud zvyseni nebo sniZzeni. Zavedeme nezdpornou
proménnou y; pro zvyseni vyroby v meésici ¢ oproti mésici ¢ —1 a nezdpornou
proménnou z; pro snizeni. Potom

Ti—Ti1 =Y — 2z a v — x| =y + 20

Plan vyroby s minimalnimi celkovymi naklady se tudiz da najit jako
optimélni feseni nasledujici lohy linearniho programovéani:

minimalizovat 1500 3212, y; + 1500 312, 2 + 600 312, s
za podminek  z; +s;1 —s; =d; proi=1,2,...,12
Ti —Ti—1 =Y; — 2 proi=1,2,...,12

1'0:0
80:0
812:0

Ti,SiyYiy2i > 0proi=1,2,...,12.

Abychom ovéFili, ze optimalni FeSeni (s*,y*, z*) této tlohy linedrniho pro-
gramovani skute¢né odpovida planu vyroby, povS§imneme si, ze pro vSechna i
musi y; nebo z; byt nulové, jinak by Slo obé zmensit a dostat lepsi feSeni.
To znamena, ze y; + 2 se skute¢né rovné zméné produkce mezi mésici i — 1
a q.
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Kdyz tento linearni program vyfesime pro vysSe uvedend zmrzlinaiska
data, dostaneme nésledujici plan vyroby (zndzornény ¢ernymi sloupky, za-
timco Sedivy graf odpovida poptavce).

vyroba

[tun] 700
600 —
500 —
400 -
300
200 -
100 —

Dalsi obrazek ukazuje plan vyroby, ktery bychom dostali p¥i nulovych
nakladech na skladovani (tj. po dosazeni ,,0“ misto ,600“ ve vySe uvedené
uloze linedrniho programovani).

vyroba
[tun] 700 |

600

500
400
300 |
200 |
100 -

Myslenka uvedeného feSeni je pouzitelnad obecné pro mnoho problémi
optimalniho Fizeni. Péknym ptikladem je , Pristani mési¢niho modulu“,
kdysi popularni hra pro programovatelné kalkulacky (nejspi$ prili§ prosta
na to, aby pfezila v dnesni konkurenci). Lunarni modul s omezenou zasobou
paliva klesd kolmo dolt k povrchu Mésice pod vlivem gravitace a sestup
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mize idit brzdnymi raketovymi motory. Cilem je pfistat na povrchu (pfi-
blizné) nulovou rychlosti, difv nez dojde palivo. Ctenaf miize zkusit zfor-
mulovat dlohu urcit minimalniho mnozstvi paliva potfebného na mékké
pristani pomoci linearniho programovani. Pfitom je potifeba predpokladat,
Ze tah motort se méni jen po urcitych casovych intervalech, feknéme po
sekundéch (ostatné i ve hie to tak bylo). Jsou-li ¢asové intervaly dostateéné
kratké, feseni tllohy se touto diskretizaci ¢asu témér nezméni.

Poznamenejme, ze v pripadé pristani lunarniho modulu se tloha da
vyfesit pfesné pomoci diferencidlniho poc¢tu (nebo pomoci matematické

analytické feSeni neschidné.

Na zavér zopakujme uzite¢ny trik, ktery jsme v tomto oddilu predvedli.

Optimalizac¢ni tlohy, které maji v uicelové funkci nebo omezujicich pod-
minkich vyrazy s absolutnimi hodnotami, se casto daji prevést na
tlohy linearniho programovani vhodnym zavedenim dalsich promén-
nych.

2.4 0Oddélovani bodu

Pocitacem fizenou krali¢i past Gromit KP 2.1 chceme naprogramovat tak,
aby chytala kraliky, ale aby lasicky, které ndhodou zabloudi dovnitf, pous-
téla zase ven. Past umi chycené zvire zvazit a také urcit plochu jeho stinu.

M,

Na nasledujicim grafu jsou zobrazena data naméfena pro vzorek kralika
a lasicek:
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hmotnost

plocha stinu

(prézdna kolecka odpovidaji kraliktim a plna lasickam).

Zjevné ani hmotnost ani plocha stinu sama o sobé na odliSeni kralika
od lasicky nestaci. Dalsi jednoduchd moznost odliseni by bylo pomoci line-
arniho kritéria. Geometricky bychom tedy chtéli oddélit ¢erné body od bi-
lych pfimkou. Po prekladu do matematické fe¢i mame dano m biljch bodi
P1,P2,---,Pm a n Cernych bodu qi,qs,...,q, v roviné a chtéli bychom
zjistit, zda existuje primka, kterd méa vsSechny bilé body na jedné strané
a vSechny ¢erné body na druhé strané (na piimce by zadny bod lezet ne-
mél).

Pfi fesSeni této otazky rozlisime t¥i pripady. Nejdiiv vyzkousime, jestli
vyhovuje néjaka svisla pfimka. Na to neni potfeba ani linearni programo-
vani, ani zadna zvlastni chytrost.

Dale budeme chtit zjistit, zda existuje pfimka, kterd neni svisla a ma
vSechny cerné body pod sebou a vSechny bilé nad sebou. PiSme rovnici
takové primky jako y = ax + b, kde a a b jsou zatim neznama realna ¢isla.
Bod r o soufadnicich z(r) a y(r) lezi nad touto pfimkou pokud y(r) >
a-z(r) + b, a lezi pod ni pokud y(r) < a - z(r) + b. Tudiz vhodna pfimka
existuje, pravé kdyz nasledujici soustava nerovnic pro proménné a a b ma
aspon jedno FeSeni:

y(p:) > a-xz(pi) +b proi=1,2,....,m
y(a;) < a-z(q;)+b proj=1,2,...,n.
O ostrych nerovnostech jsme v souvislosti s linedrnim programovanim

zatim nemluvili, a v tloze linedrniho programovéni nejsou povoleny. Ale
zde si miZzeme pomoci trikem: zavedeme novou pomocnou proménnou 9,
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coz bude ,mezera“, kterd zbyva mezi levou a pravou stranou kazdé ostré
nerovnosti. Budeme se pak snazit udélat mezeru co nejvétsi:

maximalizovat ¢

za podminek  y(p;) >a-x(p;) +b+J proi=1,2,....m
y(q])gax(qj)—’_b_é proj:1,2,...,n.

y=ar+b

(@)

y<ar+b-—4§

Tato uloha linearniho programovani ma t¥i proménné a, b a 6. Optiméalni §
je kladné, pravé kdyz méa predchozi soustava nerovnic s ostrymi nerovnostmi
aspon jedno feSeni, a to nastane, pravé kdyz existuje pfimka s ¢ernymi body
pod sebou a bilymi nad sebou.

Podobné se vyftesi treti pripad, totiz pfimka, kterd neni svisld a ma
vSechny ¢erné body nad sebou a vSechny bilé pod sebou.

Podobné se d4 najit rovina oddélujici dvé mnoziny bodt v R3 i Fesit
analogickou tlohu ve vysSich dimenzich. TakZe pokud by na odliSeni kralika
od lasicky nestacila méfeni dvou veli¢in, mohli bychom jich zkusit pouzit vic.

Zde je jiné, mozna prekvapivéjsi zobecnéni. Predstavme si, ze se oddéleni
kraliki od lasicek pfimkou ukéze jako nemozné. Potom je mizeme zkusit
oddélovat grafem kvadratické funkce (paraboly) tvaru az? + bz + c. Mame
tedy m bilych boda pi1,p2,...,Pm a n ¢ernych boda qi1,qz2,...,qn v roviné
a ptame se: Existuji koeficienty a,b,c € R takové, ze vSechny bilé body lezi
nad grafem funkce f(z) = ax® 4 bz + ¢ a vSechny ¢erné body lezi pod nim?
7 toho dostaneme systém nerovnic

2

y(pi) > ax(p:)” + bx(pi) + ¢, kdei=1,2,...,m
y(q;) < az(q;)® + ba(q;) + ¢, kde j = 1,2,...,n.
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Po zavedeni proménné ¢ jako vySe muzeme sestavit nasledujici tlohu linear-
niho programovani s proménnymi a, b, ¢ a 9:

maximalizovat ¢
za podminek y(pi) > az(pi)® +bx(pi) +c+d, kdei=1,2,...,m
y(qj) < ax(q;)’ +bz(q;) +c¢—6, kdej=1,2,...,n.

V této uloze se kvadratické ¢leny vyskytuji jen jako koeficienty a nejsou s nimi
zadné problémy.

Stejnou metodou muzeme testovat, zda se dvé mnoziny bodu v roviné nebo
ve vySs§i dimenzi daji oddélit funkei tvaru f(x) = a1p1(x) + azpa(x) + -+ +
arpr(x), kde @1, . .., i jsou dané funkce (mohou byt nelinedrni) a a1, as, . .., ax
jsou realné koeficienty. Oddélovani je zde mysleno tak, Ze pro vSechny bilé
body p; plati f(pi) > 0 a pro vSechny ¢erné body q; plati f(q;) < 0.

2.5 ProloZeni primky

Ve mésté Bachéani nad Piplavou se vecer méfila hlasitost slavi¢iho zpévu a
zjistovalo se procento lidi, ktefi ten den sledovali televizni zpréavy. Namérené
hodnoty z fady dnt jsou zndzornény body v roviné:

sledovanost [%)]

60 —

50 —

40 —

26 3‘0 4b 5‘0 hlasitost [dB]

Nejjednodussi zavislosti jsou linearni, a mnoho zavislosti lze linearni
funkci dobfe aproximovat. Proto chceme zkusit naméfenymi body co nej-
lépe prolozit pfimku. (Komu nepfipadd uvedeny piiklad dost realisticky,
muze si vzpomenout na néjakd meéteni z fyzikalnich praktik, kde méfené
veli¢iny skuteéné mély zdviset pfesné linedrnsé.)

Jak matematicky zformulovat, Zze pfimka je proloZena ,co nejlépe“? To
neni viibec jednoznac¢né, a v praxi se k prokladani pfimek pouziva rada ruz-
nych kritérii. Nejpopularnéjsi je metoda nejmensich ctverci, kterd pro dané
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body (z1,y1)s- - - (Tn, yn) hledd pFimku o rovnici y = ax + b minimalizujici
vyraz
n
Z(ami +b—y)%
i=1

Vyjadreno slovné, pro kazdy bod vezmeme jeho svislou vzdalenost od té
primky, umocnime ji na druhou, a vSechny tyto ,,Ctverce chyb® seCteme.
Tato metoda nemusi byt vzdycky nejvhodnéjsi. Je-li naptiklad nékolik
mélo bodi naméfeno s hodné velkou chybou (nebo kdyz televize zrovna vy-
sild pfimy pfenos z lidozroutskych obfaditi), mtize to vyslednou pfimku silné
ovlivnit. Chceme-li metodu méné citlivou na maly pocet velkych chyb, mu-
zeme misto souctu ¢tverct chyb minimalizovat soucet absolutnich hodnot

chyb:
Z laz; + b — v
i=1

To se kupodivu da vyjadrit ilohou linearniho programovani:

minimalizovat e; +es+---+ e,
za podminek e; > ax; +b—y; proi=1,2,....n
e; > —(ax;+b—y;) proi=1,2,...,n

Proménné jsoua, ba ey, ea,..., e, (kdezto z1,..., 2, ay1,...,y, jsou dand
¢isla). Kazdé e; je pomocnd proménna vyjadiujici chybu v i-tém bods.
Podminky zarucuji, ze

e; > max(axi +b—y;,—(ax; +b— yz)) = laz; + b — yil.

V optiméalnim feseni bude v této nerovnici pro kazdé i rovnost, protoze
jinak bychom mohli pfislusna e; zmensit.

Obrazek ukazuje pfimku proloZenou touto metodou (plné) a pifimku
proloZenou metodou nejmensich ¢tverct (teckované):
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2.6 Kruh v konvexnim mnohouhelniku

Mame dan konvexni n-tthelnik P v roviné a chceme najit nejvétsi kruh
v ném obsazeny.

=

Pro jednoduchost predpokladejme, ze zadnd ze stran P neni svisla.
Necht i-t4 strana P lezi na pfimce ¢; o rovniciy = a;x +b;, 1 = 1,2,...,n,
a zvolme ocislovani stran tak, ze prvni, druhé, az k-ta strana je zespodu
P, zatimco (k + 1)-ni aZ% n-ta strana je shora.

7 Cry1

Ly,

Ptejme se ted, kdy kruh se stfedem s = (s1,s2) a polomérem r lezi
cely uvniti P. Je to pravé tehdy, kdyz bod s ma vzdélenost aspon r od
kazdé z primek f1,...,¢, a leZi nad pfimkami /1, ...,#; a pod pFimkami
lit1,- .-y n. Jednoduchym vypoctem pomoci podobnosti trojuhelnikt a
Pythagorovy véty se zjisti, ze absolutni hodnota vyrazu

S2 — ;81 — bi
Vai+1

udavé vzdalenost bodu s od pfimky ¢;, pficemz vyraz je kladny, pokud s
lezi nad /¢;, a zaporny v opa¢ném pripadé.
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. (317 52)

D (51,0481 + b;)

Uvazovany kruh tudiz lezi uvnit¥ P, pravé kdyz je splnéna kazda z nerovnic

S2 — ;81 — bi

> r,  i=1,2,...,k a
V& +1
Sz b g Lk+2,..n

v/ a? +1
Chceme tedy najit co nejvétsi r takové, Ze pro néj existuji s; a so spliujici

v8echny tyto nerovnice. To dava tlohu linedrniho programovani:

maximalizovat r

sp —a;s1 — by

za, podminek > r prot=1,2,...,k
\/W Y ) )
—ais1 — b
S2 @it 0 < —r proi=k+1,k+2,...,n.

\/a?—i— 1

(Nékdo by se mohl leknout odmocnin, ale ty miZzeme vypocitat pfedem,
protoZe vSechna a; jsou konkrétni dand ¢isla.) Tato tloha mé t¥i proménné
$1, S2, a r. Optimalni feSeni dava pozadovany nejvétsi kruh obsazeny v P.

Stejné se da Tesit i analogicka uloha ve vyssi dimenzi, napriklad ve tfi-
dimenzionalnim prostoru: jakou nejvétsi kouli mizeme umistit do priniku
danych poloprostora?

Je zajimavé, ze podobné vypadajici loha, totiz najit co nejmensi kruh
obsahujici dany konvexni n-thelnik v roviné, se jako tloha linedrniho pro-
gramovani pfeformulovat nedd a musi se fesit jinak.
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2.7 Priklad z papirenstvi

Nasledujici typ tlohy z primyslu se opravdu fesil pomoci linedrniho pro-
gramovani, a to zajimavym trikem. Navic se v ném setkdme s pozadavkem
celociselnosti, a to nas pfivede k tématu dalsi kapitoly.

Papirna vyrabi papir v rolich standardni sitky 3 m. Odbératelé ale chtéji
kupovat role tak Siroké, jak se hodi jim, a papirna je pro né musi z 3m roli
narezat. Jedna 3m role se napiiklad mize rozfiznout na dveé role sife 93 cm,
jednu roli sife 108 cm, a 6 cm zbytek jde do odpadu.

Uvazme celkovou objednavku

e 97 roli sife 135 cm,
e (610 roli sife 108 cm,
e 395 roli sife 93 cm a
e 211 roli sife 42 cm.

Jaky nejmensi pocet 3m roli staci na tuto objednavku roztezat, a jak?

K zapojeni linedrniho programovéani je potieba uvazovat velkoryse: vy-
piSeme vSechny délky, které se v objednavkach vyskytuji, tedy 42 cm, 93 cm,
108 cm a 135 cm, a pak vyrobime seznam vSech moznosti, jak 3m roli nafe-
zat na role nékterych z téchto délek (bereme pouze moZnosti, kde odpadni
kus je kratsi nez 42 cm):

M1: 2 x 135,

M2: 135 + 108 + 42,

M3: 135 + 93 + 42,

M4: 135 + 3 x 42,

M5: 2 x 108 + 2 x 42,

M6: 108 + 2 x 93,

M7: 108 + 93 4+ 2 x 42,

MS8: 3 x 93,

M9: 108 + 4 x 42,
M10: 2 x 93 + 2 x 42,

M11: 93 +4 x 42,
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M12: 7 x 42.

Kazdé moznosti Mj v sestaveném seznamu prifadime jednu proménnou
x, kterd reprezentuje pocet roli, nafezanych pravé takto. Chceme minima-
lizovat celkovy pocet nafezanych roli, tj. Z;il x;, tak aby kazdy odbératel

vy

byl uspokojen. Napriklad pro splnéni objednavky 395 roli Sife 93 cm je
potfeba, aby

x3 + 226 + 27 + 3w8 + 210 + T11 > 395,

a podobnou podminku dostaneme pro kazdou z objednanych §ifek?.

Optimalni feSeni vzniklé tlohy linedrniho programovani ma x; = 48,5,
x5 = 206,25, rg = 197,5 a ostatni slozky 0. Ale abychom mohli nafezat
48.5 roli podle zptusobu M1, museli bychom pilku role rozmotat.

Tady bychom potiebovali védét o vyrobé papiru trochu vic. Je rozmo-
tani poloviny role skute¢né technicky a ekonomicky schidné? Pokud ano,
vyresili jsme problém optimélné. Pokud ne, musime se snazit dal a néjak
se vyporadat tim, Zze papirnu zajimaji jen celociselnd feSeni uvazovaného
linearniho programu. To je obecné nesnadnd zéalezitost a pojedname o ni

vy

v pristi kapitole.

generuji moznosti postupné, béhem feseni tlohy linearniho programovani, ¢imz se muze
silné usetfit cas a pamét. O tom se pojednavad v Chvatalové knize, citované v kapitole 8,
odkud je priklad prevzat.






3

Celociselné programovani
a LP relaxace

3.1 Celociselné programovani

V oddilu 2.7 jsme narazili na situaci, kde byla pro praxi zajimava jen celo-
Ciselna reSeni néjaké tlohy linearniho programovani. Podobna situace se pfi
pokusech o aplikaci linedrniho programovani vyskytuje velice ¢asto, protoze
objekty, z nichz se daji snadno oddélovat libovolné zlomky, jsou spis vyjim-
kou nez pravidlem. Pfi najiméani délnikd, nasazovani autobust na linky i
fezani papirovych roli se musime néjak vyrovnat s tim, Ze délnici, autobusy
i role se vyskytuji pouze v celod¢iselnych mnozstvich.

Neékdy staci slozky optimalniho feSeni prosté zaokrouhlit, a to podle po-
vahy problému bud vSechny dol, nebo vSechny nahoru, nebo na nejblizsi
celé ¢isla. V prikladu s rolemi papiru z oddilu 2.7 je pfirozené zaokrouhlovat
nahoru, protoze objednavka musi byt splnéna. Kdyz vyjdeme z optiméalniho
feSeni z; = 48,5, x5 = 206,25, zg = 197,5, dostaneme zaokrouhlenim ce-
lo¢iselné feseni x1 = 49, x5 = 207, ¢ = 198 (vSechny ostatni slozky jsou
nulové), coz znamend nafezani 454 roli. PonévadZ zndme optimalni FeSeni
linearniho programu, vime, Ze objednavku urcité nemtzeme splnit nafeza-
nim méné nez 452,5 roli. Kdyz trvame na nafezani celoé¢iselného poctu roli,
je nutné nafezat nejméné 453 roli, a tedy feseni, ke kterému jsme dospéli
zaokrouhlenim, je pomérné dobré.

Existuje ale feSeni ponékud lepsi: polozime-li 1 = 49, x5 = 207, g =
196, g = 1 (a zbylé slozky opét nulové), staci nafezat jen 453 roli. Jak
vime, zddné celociselné feseni uz lepsi byt nemize.

Pro jiné tlohy mize ale rozdil mezi zaokrouhlenym optimélnim FeSe-
nim linedrniho programu a nejlep§im moZznym celo¢iselnym feSenim byt
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mnohem vétsi. Kdyz tfeba optimalni feseni linedrniho programu fika, ze
na vétsinu ze 197 autobusovych linek mezi vesnicemi je nejlepsi nasadit
néco mezi 0,1 a 0,3 autobusu, je jasné, ze zaokrouhleni mé vliv opravdu
radikalni.

Celociselné programovani. Problém s fezédnim roli ve skutecnosti vede
k tloze, v niZ mame linedrni tcelovou funkci a linedrni omezujici pod-
minky (rovnice a nerovnice), ale proménné sméji nabyvat pouze celo¢isel-
nych hodnot. Takové tloze se fika tloha celociselného programovani, a po
malé upravé ji miazeme zapsat podobné, jako jsme v kapitole 1 zapisovali
tlohu linearniho programovani:

Uloha celoéiselného programovani:

maximalizovat ¢T'x

za, podminek Ax <b
x € Z".

Pritom Z zna¢i mnozinu vSech celych ¢isel a Z™ je mnozina vSech n-slozkovych
celociselnych vektoru.

Mnozina pripustnych feseni uz neni konvexni mnohostén, jako tomu
bylo pro tlohu linedrniho programovani, ale sestava z jednotlivych celo-
¢iselnych bodt. Obrazek ilustruje dvoudimenzionalni Glohu celociselného
programovani s péti omezenimi:

(0,0)

-
-

Pripustna feseni jsou znézornéna plnymi puntiky a optiméalni feseni je vy-
znaceno krouzkem. VSimnéte si, ze je ipln€ jinde nez optimalni feseni tlohy
linedrniho programovani s tymiz péti omezujicimi podminkami a s touz
ucelovou funkci.
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Je znamo, ze obecnd uloha celociselného programovdni je algoritmicky
tézka (presné feeno NP-tplnd), na rozdil od tlohy linedrniho programo-
vani. V praxi se snadno fesi ilohy linedrniho programovani s desitkami tisic
proménnych a omezeni, ale existuji napf. tlohy celo¢iselného programovani
s pouhymi 20 proménnymi a 10 omezenimi, které jsou neprekonatelnd i pro
nejmodernéjsi pocitace a software.

Pridani podminek celociselnosti tedy mize zménit obtiznost alohy oprav-
du drasticky. To prestane vypadat prekvapivé, kdyz si vSimneme, Ze celo-
¢iselnym programovanim mizeme modelovat i rozhodnuti ano/ne, protoze
celoéiselnd proménnd z; spliujici 0 < z; < 1 ma mozné hodnoty jen 0 (ne)
a 1 (ano). Pro toho, kdo zn4 zéklady teorie NP-tplnosti, tak neni t&zké ce-
lo¢iselnym programovanim namodelovat problém splnitelnosti logickych for-
muli. V sekci 3.4 uvidime, jak jim vyjadrit problém nejvétsi nezavislé mnoziny
v grafu, coz je také jedna ze zdkladnich NP-uplnych tloh.

Na feSeni tlloh celoc¢iselného programovani byla vyvinuta fada nastroju.
V literatufe se daji najit napiiklad pod hesly odfezdvajici roviny (cutting
planes) a metoda vétvi a mezi (branch and bound; to je obecnéjsi strate-
vétsinou pouziva linearni programovani jako podprogram pro Feseni jistych
pomocnych tloh. Jak to délat co nejucinnéji se studuje v odvétvi matema-
tiky zvaném polyedrdlni kombinatorika.

Nejrozsirenéjsi aplikact linedrniho programovdni, na niz se spotrebuje i
nejvic strojového casu, jsou dnes pravdépodobné pomocné vypocty v ulohdch
celociselného programovdni. PTinejmensim to fikaji lidé, kteri by se méli
v takovych vécech vyznat.

Poznamenejme, ze v nékterych problémech jsou nékteré z proménnych
celociselné, zatimco jiné mohou nabyvat redlnych hodnot. Pak se mluvi
o smiseném celociselném programovdni. To je asi nejéastéjsi typ optimali-
zacnich tloh z praxe.

Predvedeme nékolik dilezitych optimaliza¢nich problémi, které se daji
snadno formulovat jako ulohy celociselného programovani, a ukazeme, jak
se linearni programovani d4a ¢i neda pouzit na jejich feseni. Bude to ale jen
maly vzorek z této oblasti, kterd se v poslednich letech velmi rozvinula a
pouziva i docela slozité triky.

3.2 Parovani maximalni vahy

Firma pfi reorganizaci zrusila oddéleni kreativniho ticetnictvi se sedmi za-
méstnanci, ale pruzné pro né vytvorila sedm novych mist. Personalista
dostal na starost mista mezi sedm reorganizovanych co nejlépe rozdélit.
Svédomité s kazdym pohovoril, dal jim vyplnit slozité testy a vysledky shr-
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nul do skdre: pro kazdého vyhodnotil ¢islem od 0 do 100 jeho vhodnost
pro kazdé z mist, které by byl ochoten vzit. Vse si zakreslil do schématu,
v némz znalec pozné bipartitni graf:

poradce Amos
reprezentativni zjev Bozetéch
sekretar Colette
tajemnik Dzavaharlal
uklizec Eleanor
vratny Fortunato
webmaster Gudrun

88

Ted by chtél kazdému vybrat pozici tak, aby soucet vSech skdre byl co
nejvétsi. Prvni, co ¢lovéka mize napadnout, je dat kazdému misto, pro néz
ma nejvétsi skore. To ale nejde, protoze napiiklad femeslo webmastera je
nejsilngjsi strankou Eleanor, Gudrun i Dzavaharldla. Zkusime-li pfifazovat
pozice podle ,hladového® algoritmu, kdy v kazdém kroku pridame hranu
s nejvétsim skdére mezi témi, které spojuji dosud neobsazené pozice s jesté
nevybranymi pracovniky, podafi se pridélit jen 6 mist:
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(¢islice 1-6 nad vrcholy A—G znamenaji pofadi vybéru hran v hladovém
algoritmu).

V fedi teorie graft mame bipartitni graf s mnozinou vrchola V= AU B
a mnozinou hran F. Kazd4 hrana spojuje néjaky vrchol z A s nékterym
vrcholem z B. Navic plati |A| = |B|. Pro kazdou hranu e € FE je dana
nezaporna vaha w.. Chceme najit podmnozinu hran M C FE takovou, ze
do kazdého vrcholu z A i z B vchazi piesné jedna hrana z M (takovd M
se v teorii grafti jmenuje perfektni parovani), a pfitom ) _,, we je co
nejvetsi.

Abychom problém zapsali jako tlohu celoé¢iselného programovéani, za-
vedeme proménné z., jednu pro kazdou hranu e € E, které sméji nabyvat
hodnot 0 nebo 1. Budeme jimi kédovat mnozinu M: x. = 1 znamené e € M
ar. = 0znamend e ¢ M. Pak ) _, w. muzeme piepsat jako ) . were,
a to bude ucelova funkce. To, ze do vrcholu v € V vchazi pfesné jedna
hrana, se vyjadii podminkou e = 1. Vysledna tloha celocisel-
ného programovani je

ecE:wvee z

maximalizovat ) . p Wee
za podminek Y  _p. . x. =1 pro kazdy vrchol v € V (3.1)
z. € {0,1} pro kazdou hranu e € E.

Vynechame-li v této tiloze podminky celociselnosti, tj. povolime-li kaz-
dému z. nabjyvat vSech hodnot v intervalu [0, 1], dostaneme nésledujici
tlohu linearniho programovani:

maximalizovat ) ., weTe
za podminek Y o - x. =1 pro kazdy vrchol v € V
0 <z, <1 pro kazdou hranu e € E.

Té se ikd LP relaxace tlohy (3.1) — uvolnili jsme, ¢ili relaxovali, poza-
davky x. € {0,1} na slabsi pozadavky 0 < x. < 1. LP relaxaci miizeme
vyTesit tfeba simplexovou metodou a ziskat néjaké optimalni feseni x*.
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K ¢emu muze byt takové x* dobré? Urcité da horni odhad na nejlepsi
mozné FeSeni ptvodni alohy (3.1). To proto, Ze kazdé p¥ipustné feSeni (3.1)
je také pripustnym fesenim LP relaxace, ¢ili v LP relaxaci maximalizujeme
pres vétsi mnozinu vektord. Horni odhad muze byt velmi cenny: Napiiklad
kdyz se podaii najit néjaké pripustné feseni, pro které je hodnota tcelové
funkce 98% horniho odhadu, mizeme se vétSinou prestat naméhat, protoze
vime, Ze si stejné nemizeme polepsit o vic nez 2% (zélezi jisté na tom, c¢eho
2% — je-li to statni rozpodet, i 2% za trochu ndmahy jesté stoji).

V nasi konkrétni tloze nas cekd piijemné prekvapeni: z LP relaxace
ziskdme nejen horni odhad, ale pfimo optimalni feseni ptuvodni tlohy! Kdyz
totiz simplexovou metodou vyfesime LP relaxaci, dostaneme optimum x*,
které ma vSechny slozky 0 nebo 1, a urcuje tedy perfektni parovani. To
je nutné optimélni (kdyby existovalo lepsi perfektni parovani, davalo by
lepsi pfipustné feseni i pro LP relaxaci). Takto nalezené optimalni FeSeni
uvazovaného konkrétniho problému je na obrazku:

A B C D E F G

Tak to funguje nejen pro zvoleny konkrétni priklad:

3.2.1 Véta. Bud G = (V, E) libovolny bipartitni graf s realnymi vahami
we na hrandch. Pokud méa LP relaxace tlohy (3.1) aspoii jedno pfipustné
feseni, pak ma vzdy aspon jedno celociselné optimalni feSeni. To je opti-
malnim FeSenim i pro tlohu (3.1).

Pro zajemce vétu dokazeme na konci tohoto oddilu.

Véta nerika, ze kaZdé optimalni feseni LP relaxace je nutné celociselné.
Dtkaz ale dava recept, jak z libovolného optiméalniho feseni vyrobit celo-
¢iselné. Navic se ukazuje, ze simplexovd metoda vzdycky vrati celociselné
optimalni FeSeni (v terminologii kapitoly 4, kazdé bazické pfipustné FeSeni
je celo¢iselné).

LP relaxaci miazeme uvazovat pro kazdou ulohu celoc¢iselného progra-
movéani (pozadavek x € Z" se nahradi x € R™). Ptipady, kdy z LP relaxace
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rovnou dostaneme optimalni feseni puvodni tlohy, jako ve vété 3.2.1, jsou
spis vzacné, ale LP relaxace mize byt uzitecna i jindy.

Maximalni hodnota tcéelové funkce pro LP relaxaci vzdycky dava horni
odhad na maximum celo¢iselné tlohy. Ten je nékdy dost tésny, ale jindy
muze byt velice Spatny — viz sekci 3.4. Tésnost odhadt z LP relaxaci se
studovala pro mnoho tloh. Nékdy se k LP relaxaci pfidavaji dalsi omezeni,
ktera jsou splnéna vSemi celociselnymi feSenimi, ale vylucuji néktera feseni
neceloéiselnd, a tim se onen horni odhad zlepsuje (to je metoda odfezdva-
jicich rovin, cutting planes).

Necelociselné optimalni feseni LP relaxace se nékdy da prevést na pfi-
blizné optimalni feseni vhodnym zaokrouhlenim. Jednoduchy ptiklad uvi-
dime v oddilu 3.3.

Dukaz véty 3.2.1. Bud x* néjaké optimalni feseni LP relaxace s hodnotou
tcelové funkce w(x*) = ) p wer;. Oznacme pocet necelociselnych slozek
vektoru x* symbolem k(x*).

Jestlize k(x*) = 0, jsme hotovi. Pro k(x*) > 0 popiSeme postup, jak
vyrobit jiné optimalni FeSeni X, pro které k(X) < k(x*). Po koneéné mnoha
opakovanich dospéjeme k celo¢iselnému optimalnimu feseni.

Bud z}, necelociselna slozka vektoru x*, odpovidajici néjaké hrané e; =
{a1,b1}. Protoze 0 <z} <1la

Z xr =1,

ecE:bi€e

musi existovat jind hrana ey = {a2,b1}, az # a1, s necelociselnym x7,.
Z podobného diivodu najdeme i tfeti hranu es = {az,b2} s 0 < z}, < 1.
Tak pokracujeme a hleddame neceloc¢iselné slozky podél delsi a delsi cesty
(al, bl, as, bg, .. )

Protoze graf G ma kone¢né mnoho vrcholu, jednou dorazime do vrcholu,
kde jsme uz byli. To znamend, Ze jsme nasli kruznici C, pro jejiz vSechny
hrany plati 0 < z} < 1. Protoze graf je bipartitni, délka ¢ kruznice C je
suda. Pro jednoduchost znaceni predpokladejme, ze hrany C jsou ey, es, . . . , €4,
i kdyz ve skutecnosti nalezend kruznice nemusi zacinat hned hranou e;.
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Nyni pro malé ¢islo ¢ definujeme

xf—e¢ proeé€ {ey,e3,...,e:-1}
To={ af+e proe€ {eg, eq,...,6}
x; jinak.

Je vidét, ze takto definované x spliuje vsechny podminky

dode=1,

ecE:vee

protoze ve vrcholech kruznice C jsme ¢ jednou pricetli a jednou odecetli,
zatimco v ostatnich vrcholech se hodnoty pro vchézejici hrany nezménily
viibec. Pro dostateéné malé ¢ budou splnény také podminky 0 < z, < 1,
protoze vSechny slozky x7, jsou ostfe mezi 0 a 1. TakZe pro mald € je X
opét pripustné feseni LP relaxace.

Co se stane s hodnotou ucelové funkce? Mame

w(X) = Z WeTe = w(x™) + 62(—1)%@.
e€E i=1

Ponévadz x* je optimalni, musi platit A = Zﬁzl(—l)iwei = 0, jinak

bychom totiz mohli dosdhnout w(x) > w(x*), a to volbou ¢ > 0 (pro
A > 0) nebo volbou ¢ < 0 (pro A < 0). To znamend, 7ze X je optimalni
feSeni pro vSechna ta e, pro néz je pripustné.

Zvolme nyni € nejvétsi takové, ze x je stale piipustnym fesenim. Potom
musi pro nékterou hranu e € {e1,ea,...,¢e;} platit Z. € {0, 1}, a X ma méné
necelociselnych slozek nez x*. O

3.3 Minimalni vrcholové pokryti

Ve Svobodné republice Zapadni Mordor se ¢ile rozvinul Internet a vlada
vydala nafizeni, Ze pro vyssi bezpecnost obyvatelstva musi byt kazda pro-
pojovaci linka vybavena specidlnim zafizenim pro sbér statistickych dat
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0 jejim provozu. Provozovatel ¢asti sité musi u kazdé linky aspon jeden
z pocitaci na jejim konci vybavit vladni sledovaci krabickou. Které po-
¢itate ma okrabickovat, aby ho to vyslo co nejlevnéji? Reknéme, Ze za
krabicky je jednotny poplatek.

Zase je pohodlné pouzit nazvoslovi teorie grafi: Pocitace v siti budou
vrcholy grafu a jejich propojeni budou hrany. Mame tedy graf G = (V, E)
a chceme najit mnozinu vrcholt S C V takovou, Ze kazda hrana mé aspon
jeden koncovy vrchol v S (takovému S se Fikd vrcholové pokryti) a pfitom
je S co nejmensi.

Tento problém se da napsat jako tuloha celociselného programovani
takto:

minimalizovat ) . ¥,
za podminek  z, +x, > 1 pro kazdou hranu {u,v} € E (3.2)
x, €{0,1}  pro vSechna v € V.

Pro kazdy vrchol v mame jednu proménnou z,,, kterd muze nabyvat hodnot
0 nebo 1. Pfitom z, = 1 mé vyznam v € S a x, = 0 znamend v ¢ S.
Podminka x,, + x, > 1 zarucuje, Ze hrana {u,v} ma aspoii jeden vrchol
v S. Uéelova funkce je velikost S.

Vi se, Ze presné feseni problému nejmensiho vrcholového pokryti je al-
goritmicky obtizné (NP-uplné). Pomoci linedrniho programovéni sestavime
algoritmus pro priblizné feseni, ktery vzdy najde vrcholové pokryti nejvys
dvakrat vétsi, nez je nejlepsi mozné vrcholové pokryti.

LP relaxace uvedené tlohy celociselného programovani je

minimalizovat ) . @,
za podminek  x, + 2, > 1 pro kazdou hranu {u,v} € E (3.3)
0<z,<1 provsechnaveV.

Prvni ¢ast priblizného algoritmu je vypocitat néjaké optimalni feseni x*
této LP relaxace (néjakym standardnim algoritmem pro linedrni programo-
vani). Slozky x* jsou redlné ¢isla mezi 0 a 1. Ve druhém kroku se definuje
mnozina
SLPZ{UEVZJ):;Z%}.

To je vrcholové pokryti, protoze pro kazdou hranu {u, v} mame x4z > 1,
a tedy x;, > % nebo x;, > %

Necht Sopr je néjaké vrcholové pokryti nejmensi mozné velikosti (to ve
skute¢nosti nezndme, ale miZeme o ném teoreticky uvazovat). Tvrdime, Ze

|Ste| < 2-|Soptl.

Bud % optimalni feSeni tlohy celo¢iselného programovani (3.2), které
odpovidd mnoziné Sopr, tj. T, = 1 pro v € Sopr a %, = 0 jinak. Toto
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X je urdité piipustnym fesenim LP relaxace (3.3), a tedy nemtize mit lepsi
hodnotu ucelové funkce nez feSeni optimalni:

ijgzm.

veV veV

Na druhé strané [Spp| < 23, .\ @}, protoze zj > 3 pro kazdé v € Spp.
Takze
|SLp| g?-ZxT, <2- va:2~|SOPT|~

veV veV

Pravé uvedeny dikaz ilustruje dulezity aspekt aproximacnich algoritmu:
Abychom mohli posoudit kvalitu vypocéteného feSeni, musime vzdy mit
néjaky odhad na kvalitu feseni optiméalniho, ackoli optimalni feSeni samo
nezname. LP relaxace takovy odhad poskytuje. Nékdy je uzitecny, jak jsme
vidéli v této sekci, a nékdy, pro jiné vypocetni tlohy, muze byt k ni¢emu —
to uvidime v sekci pristi.

Poznamky. Prfirozeny pokus o pfiblizné feseni diskutované tlohy je hladovy
algoritmus: vybirej vrcholy pokryti postupné, a vzdycky vezmi takovy vrchol,
ktery pokryje nejvic dosud nepokrytych hran. Ale pro tento algoritmus se daji
zkonstruovat priklady, kdy da feSeni tieba desetkrat horsi, nez je optimalni
(a 10 mizeme nahradit libovolnou jinou konstantou). Ctenai se o takovou
konstrukci miize pokusit sam, je to docela pékny orisek.

Pro minimalni vrcholové pokryti je znam také kombinatoricky ptiblizny
algoritmus. V daném grafu najdeme néjaké maximalni parovani M (maxi-
malni ve smyslu inkluze, tj. k M nejde pfidat zddné dalsi hrana), a koncové
vrcholy v8ech hran z M pouzijeme jako vrcholové pokryti. Toto vrcholové
pokryti je nanejvys dvakrat vétsi nez pokryti optimalni, podobné jako u al-
goritmu popsaného vyse. Ale algoritmus zaloZeny na linedrnim programovani
ma4 tu vyhodu, Ze se snadno zobecni na vazené vrcholové pokryti (krabicky
k riznym poéita¢iim mtzou mit riizné ceny). Stejné jako pro ceny jednotkové
je vypoctené feseni vzdy nejvys dvakrat drazsi nez optimadlni, s prakticky
stejnym dikazem.

3.4 Nejvétsi nezavisla mnozina

Tady uz autora prestalo bavit vymyslet pseudorealné problémy ze zivota,
a proto dalsi problém fekneme rovnou v jazyce teorie grafi. Pro graf G =
(V, E) se mnozina vrchold I C V nazyvd nezavisla, pokud Zadné dva
vrcholy z I nejsou v G spojeny hranou.

Vypocet nezavislé mnoziny s nejvétsim moznym poctem vrcholi pro
dany graf je jednim z notoricky obtiznych grafovych problému. D4 se snadno
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formulovat jako tiloha celoc¢iselného programovani:

maximalizovat . @,
za podminek  x, + 1z, <1 pro kazdou hranu {u,v} € F (3.4)
x, € {0,1}  pro vSechna v € V.

Optimalni feseni x* odpovida nezavislé mnoziné I maximélni velikosti: v €
I, pravé kdyz «} = 1. Omezujici podminky z,, + 2z, < 1 zajistuji, ze kdykoli
jsou vrcholy u a v spojeny hranou, do I se muze dostat nejvys jeden z nich.

V LP relaxaci se nahradi podminka z, € {0,1} nerovnicemi 0 < z, <
1. Vysledné tloha linedrniho programovani mé vzdycky pfipustné fesSeni,
v némz jsou vSechna x, = %, coz dava tcelovou funkci rovnou |V|]/2, a tedy
optimalni hodnota ti¢elové funkce je aspoii |V'|/2. Naproti tomu t¥eba uplny
graf (kde kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou) ma nejvétsi nezéavislou
mnozinu velikosti jen 1. V tomto pripadé, a to je pointa této sekce, se LP
relaxace chova naprosto jinak nez puvodni uloha celociselného programo-
vani.

Uplny graf pfitom neni ojedinély piiklad, grafy s hodné hranami vétsinou
mivaji nejvétsi nezavislou mnozinu mnohem mensi, nez je polovina poctu
vrcholti, a ani pro né ndm tedy optimalni feseni LP relaxace mnoho nefekne.

Pro problém nejvétsi nezavislé mnoziny se dokonce vi, ze obecné nejde
dobfe aproximovat vibec zddnym efektivnim algoritmem.






4

Teorie linearniho programovani:
prvni kroky

4.1 Rovnicovy tvar

V Gvodni kapitole jsme fekli, jak pfevést kazdou tdlohu linedrniho progra-

movani na tvar

maximalizovat c¢Tx

za, podminek Ax < b.

Simplexova metoda ale vyzaduje tvar jiny. V literatufe se pro néj pouziva

termin rovnicovy tvar. Vypada takhle:

Rovnicovy tvar tlohy linearniho programovani:

maximalizovat ¢’'x
za podminek Ax=Db

Jako obvykle, x je vektor proménnych, A je dand matice typu mxn a
c € R", b € R™ jsou dané vektory. Omezeni tedy jsou jednak rovnice,
a jednak nerovnice velice speciadlniho tvaru z; > 0, takzvané podminky
nezapornosti. (Takze pozor: ackoliv tomuto tvaru fkdme rovnicovy, jsou
v ném nerovnice také, a nesmi se na né zapomenout!)

Zduraznéme, ze podminky nezapornosti musi v rovnicovém tvaru splio-
vat vSechny proménné, jez se v tloze vyskytuji. V tlohach z praxe vznikaji
podminky nezapornosti ¢asto automaticky, protoze mnohé veliciny, jako
tfeba mnozstvi snédenych okurek, zaporné byt nemohou.
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Prevod obecné ulohy na rovnicovy tvar ukiZeme na tloze

maximalizovat 3x; — 222

za podminek 2r1 —x9 < 4
1+ 312 >5
) Z 0.

Postupujeme takto:

1. Abychom z nerovnice 2x; — x2 < 4 vyrobili rovnici, zavedeme novou
proménnou x3, spolu s podminkou nezapornosti x3 > 0, a zminénou
nerovnici nahradime rovnici 221 — 2 + 3 = 4. Pomocna proménna
xs3, jez se nikde jinde v 1loze nebude vyskytovat, tedy reprezentuje
rozdil mezi pravou a levou stranou nerovnice.

2. U dalsi nerovnice x1 + 3x2 > 5 napfed zménou znaménka obratime
smér nerovnosti. Pak pouzijeme dals$i pomocnou proménnou x4, x4 >
0, a uvedenou nerovnici nahradime rovnici —x7 — 3zs + x4 = —5.

3. Jesté nejsme hotovi: proménné x; v puvodni tloze mé povoleno naby-
vat i zapornych hodnot. Zavedeme dveé nové, jiz nezadporné proménné
y1a 21, y1 > 0, z1 > 0, a za x1 vSude v tloze dosadime y; — z1. Samo
1 tim z dlohy vymizi.

Rovnicovy tvar nasi ulohy tedy je

maximalizovat 3y; — 321 — 2x9
za, podminek 21 — 221 — w9+ 3 =4
-1+ 21 —3x2+ x4 = -5
y1 >0, 21 > 0,29 > 0,23 > 0,24 > 0.

Abychom tplné vyhovéli konvencim rovnicového tvaru, méli bychom jesté
prejmenovat proménné na x1, To,...,Ts.

Obecnou ulohu s n proménnymi a m omezujicimi podminkami preve-
deme pravé popsanym zpusobem na tlohu v rovnicovém tvaru s nejvys
m + 2n proménnymi a m rovnicemi (a samoziejmé podminkami nezapor-
nosti pro vSechny proménné).

Geometrie ulohy v rovnicovém tvaru. Z linearni algebry se vi, Ze
mnozina vSech feSeni soustavy Ax = b je afinni podprostor F' prostoru R™
(tj. vektorovy podprostor posunuty o néjaky vektor xg). Geometricky je
tedy mnozina vsech ptripustnych feseni tlohy v rovnicovém tvaru prinikem
F s tzv. nezapornym ortantem?!, tj. mnozinou bodi v R” se vSemi souiad-
nicemi nezdpornymi. Nésledujici obrazek to ilustruje pro n = 3 proménné
a m = 1 rovnici (konkrétné rovnici z1 + 22 + 23 = 1):

1V roviné je to kvadrant, v R3 oktant, a pro obecnou dimenzi se ¥ika ortant.
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~Mnozina vSech feseni Ax = b

Z3 /\ (rovina)

. Mnozina pifipustnych Feseni
(trojuhelnik)

I

T2

(V zajimavéjsich pripadech méme vic proménnych nez 3 a obrizek na-
kreslit nejde.) Zménime-li soustavu Ax = b néjakou ekvivalentni tpravou,
kterda zachovava jeji mnozinu feseni, neovlivni to pripustnd ani optimalni
feSeni prislusné tulohy linearniho programovani. Toho se bude hojné vyuzi-
vat v simplexové metodé.

V dalsim budeme vzdy predpokladat, Ze pro tlohu v rovnicovém tvaru
mé soustava rovnic Ax = b aspon jedno TeSeni, a 7ddky matice A jsou
linedrné nezavisle.

Jako vysvétleni tohoto pfedpokladu pfipomeneme nékolik véci z line-
arni algebry. Zkontrolovat, jestli mé soustava Ax = b aspoil jedno FeSeni,
muzeme tfeba Gaussovou eliminaci, a pokud FeSeni nemd, nemusime se ta-
kovou tlohou linearniho programovani dal zabyvat. (Pozor, to, ze Ax = b
ma TeSeni, jeSté neznamend, ze prislusna uloha linearniho programovani
v rovnicovém tvaru ma pripustné reSeni, protoze pripustné feSeni musi fe-
Sit Ax = b a navic mit vSechny slozky nezaporné.)

Ma-li soustava Ax = b aspori jedno feSeni a je-li néjaky fadek matice A
linearni kombinaci ostatnich, pak je prislusna rovnice nadbyte¢nd a muzeme
ji ze soustavy vynechat, aniZ se mnozina FeSeni zméni. (Nebo obecndji,
muzeme najit libovolnou jinou soustavu rovnic se stejnou mnozinou reseni
a s linedrné nezavislymi radky, tfeba prevodem rozsifené matice soustavy
na odstupnovany tvar.) Takze muZeme pfedpoklddat, Ze matice A ma m
linearné nezavislych radku a jeji hodnost je m. Plati m < n, protoze jinak
by bylo méné sloupcti nez fadki a hodnost by nemohla byt m.
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4.2 Bazicka pripustna reseni

Mezi pripustnymi fesenimi kazdé tlohy linedrniho programovani maji vy-
sadni postaveni takzvana bazickd pfipustna reSeni. Zde je budeme zatim
uvazovat jen pro ulohy v rovnicovém tvaru. Podivejme se znovu na obra-
zek mnoziny pfipustnych reseni pro tlohus n =3, m = 1:

x3

T

T2

7 ptipustnych feSeni p, q a r je bazickym pfipustnym fesenim jediné r.
Geometricky a velmi neformélné vyjadieno, bazické pfipustné feseni je roh
(8picka) mnoziny vSech piipustnych feseni. To pfesné zformulujeme pozdéji
(viz vétu 4.4.1).

Definice, jiz brzy podédme zde, je jind. PoZzaduje, velmi zhruba Feceno,
aby bazické pripustné reseni mélo dostatecné mnoho nulovych slozek. Nez
se k ni dopracujeme, zavedeme nové znaceni. V tomto oddilu bude A vzdy
matice s m fadky, n > m sloupci a hodnosti m. Pro podmnozinu B C
{1,2,...,n} zna¢l Ap matici, sestavajici z téch sloupci matice A, jejichz
indexy jsou v B. Napftiklad pro

153 46 , (5 4
A<O 1 3 5 6)3B{2,4}mameAB<1 5>.

Podobného znacen{ budeme pouzivat pro vektory: naptiklad prox = (3,5,7,9,11)
a B=1{2,4} je xp = (5,9).

Nyni muzeme vyslovit formalni definici.
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Vektor x € R™ je bazické pripustné Feseni tlohy
maximalizovat ¢ x za podminek Ax =b a x > 0,

pokud x je pripustné feSeni a existuje m-prvkovd mnozina B C
{1,2,...,n} takova, ze

e (&tvercovd) matice Ap je reguldrni, tj. sloupce indexované B jsou
linedrné nezavislé a

o z; =0 kdykoli j € B.

Napiiklad x = (0,2,0,1,0) je bazické pFipustné feseni pro

15346
A(o 135 6>’b(14’7)

s B={2,4}.

Je-li takova B pevné zvolena, proménnym x; s j € B se Iika bazické
proménné, zatimco ostatni proménné jsou nebazické. Kratce tedy mu-
zeme Tici, ze v bazickém pripustném feSeni jsou vSechny nebéazické pro-
ménné nulové.

Vsimnéme si, Ze v definici se viibec nepracuje s vektorem c a ze bazicka
pripustna feSeni zaviseji jen na A a na b.

Pro nékteré uvahy je pohodlné definici bazického pfipustného feseni
trochu preformulovat.

4.2.1 Lemma. Piipustné feSeni x ulohy v rovnicovém tvaru je bazické,
pravé kdyz sloupce matice Ay jsou linedrné nezavislé, kde K = {j €
{1,2,...,n} :x; > 0}.

Dukaz. Jedna implikace je zfejma: je-li x bazické pripustné feseni a B je
prislusna m-prvkova mnozina jako v definici, pak K C B a sloupce matice
Ag jsou linedrné nezavislé.

Obracend, necht x je takové, Ze sloupce matice Ax jsou lineadrné ne-
zavislé. Jestlize |K| = m, miZeme v definici bazického ptipustného FeSeni
prosté vzit B = K. Jinak doplnime K na m-prvkovou mnozinu B pfidanim
dalgich m — | K| indexi tak, aby sloupce matice Ap byly linedrné nezavislé.
To vzdycky jde, napiiklad podle Steinitzovy véty z linedrni algebry (v na-
Sem pfipadé potfebujeme linedrné nezavislou mnozinu sloupctt Ax doplnit
dalsimi sloupci matice A na bazi sloupcového vektorového prostoru). O
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4.2.2 Tvrzeni. Bazické piipustné FeSeni je jednoznacné uréeno mnozinou
B. To znamend, ze pro kazdou m-prvkovou mnozinu B C {1,2,...,n},
pro niz je Ap reguldrni, existuje nejvys jedno piipustné feseni x € R™, ve
kterém x; = 0 pro vSechna j ¢ B.

Radsi hned zdtraznéme, Ze jednomu bazickému pfipustnému feseni miize
odpovidat i mnoho riznych mnozin B.
Duikaz tvrzeni 4.2.2. Aby x bylo pfipustné, musi platit Ax = b, a levou
stranu muZeme rozepsat Ax = Apxp + Anxn, kde N ={1,2,...,n}\ B.
Podle definice bazického pripustného feseni je vektor xy nebazickych pro-
ménnych roven 0, takze vektor xp bazickych proménnych spliuje Apxp =
b. A tady se vyuZije podminky, Ze Ap je regularni: soustava Agpxp = b
mé pravé jedno feseni Xp. Jestlize Xp mé vsSechny slozky nezdporné, pak
mame pro uvazované B presné jedno béazické pripustné feseni (doplnime
xp nulami), a jinak zadné. O

Zavedeme takovéto nazvoslovi: m-prvkové mnoziné B C {1,2,...,n},

kt j tice A larni, bud fikat baze?. Jestliz ic B
pro kterou je matice Ap regularni, budeme fikat baze~. Jestlize navic
uréuje bazické piipustné feseni, tj. jestlize (jediné) feSeni soustavy Apxp =
b je nezédporné, budeme B oznacCovat za pripustnou bazi.

Nasledujici zékladni véta pojednava o existenci optimalniho FeSeni, a
navic ukazuje, zZe pfi jeho hledani se miizeme omezit na bazickd pripustna
TesSeni.

4.2.3 Véta. Uvazme tlohu linearniho programovani v rovnicovém tvaru
maximalizovat ¢’ x za podminek Ax = b, z > 0.

(i) Pokud existuje aspori jedno pfipustné Feseni, a pfitom ucelové funkce
Jje na mnoziné vSech pripustnych feseni shora omezena, potom existuje
optimalni FeSeni.

(ii) Existuje-li optimélni FeSeni, potom i nékteré z bazickych piipustnych
feSeni je optimalni.

Dtikaz neni pro dalsi ¢teni nezbytny a odlozime jej na konec tohoto
oddilu. Véta plyne také ze spravnosti simplexové metody. Tou se budeme
zabyvat v dalsi kapitole, ale cely jeji dikaz nedodélame.

7 véty vyplyva konecny, i kdyz zcela neprakticky algoritmus pro feseni
tlohy linedrniho programovani v rovnicovém tvaru. Sta¢i probrat vSechny

2To je zkracené vyjadiovani. Samotné indexova mnoZina B samoziejmé neni baze ve
smyslu linearni algebry, nybrz mnozina sloupctt matice Ap je baze sloupcového prostoru
matice A.
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m-prvkové podmnoziny B C {1,2,...,n}, pro kazdou zjistit, jestli je to
pripustna béaze, a spocitat maximum tcéelové funkce pies vSechna takto na-
lezend bazickd pFipustna FeSeni (podle tvrzeni 4.2.2 dostaneme pro kazdou
B nejvys jedno).

Piisné vzato, uvedeny algoritmus nefunguje, pokud je tloha neomezené.
Vymysleni modifikace, ktera pracuje spravné i v tomto pripadé, tj. oznami,
ze uloha je neomezend, ponechavame jako cviceni. Brzy budeme probirat
mnohem efektivnéjsi simplexovou metodu, a ukazeme, jak tu véc oSetrit
tam.

X uve.den-ém a-lgOfltmu n-lusime pr(v),chézet (:)) mnozin B (kde (TZ)zm:
Tt J¢ binomicky koeficient). Napfiklad pro n = 2m roste funkce ( i )
zhruba jako 4™, ¢ili exponencidlné, a to je prili§ mnoho uz pro nevelka m.

Simplexova metoda také prochazi bazicka pripustna feseni, ale chytfeji.
Chodi od jednoho ke druhému a pritom stale zlepsuje hodnotu ucelové
funkce, az najde optimum.

Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru mé koneéné mnoho
bazickych pripustnych Feseni, a je-li pfipustnd a omezend, potom aspon
jedno z bazickych pripustnych feseni je optiméalni.

Z toho plyne, Ze libovolna pfipustnd a omezena tloha linearniho pro-
gramovani ma aspon jedno optimalni feSeni.

Duikaz véty 4.2.3. PouZijeme nékteré obraty, které se budou v trochu
jakasi pruprava.

Poznamenejme jesté, ze ¢ast (i) se také d4 dokazat z obecného vysledku
matematické analyzy (spojitéd funkce na kompaktni mnoziné nabyva ma-
xima). Zde se bez négj ale obejdeme.

Dokéazeme nasledujici tvrzeni:

Je-li acelova funkce tlohy v rovnicovém tvaru shora omezend, potom
pro kazdé pripustné FeSeni X existuje bazické pripustné reseni X se stejnou
nebo vétsi hodnotou ticelové funkce, cTx > c'xg.

Jak z toho plyne véta? Je-li iloha pfipustnd a omezend, existuje podle
tvrzeni pro kazdé pripustné fesSeni néjaké bazické pripustné feseni se stejnou
nebo vétsi hodnotou tcelové funkce. Protoze bazickych pfipustnych Feseni
je jen kone¢né mnoho, musi nékteré z nich davat nejvétsi hodnotu, neboli
byt optimélni. Tak dostdvame naraz ¢asti (i) a (ii).
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Abychom dokéazali tvrzeni, uvazme néjaké piipustné feSeni xq. Mezi
viemi pFipustnymi FeSenimi x spliiujicimi ¢“x > ¢Tx( zvolime né&jaké ta-
kové, jez ma co nejvic nulovych sloZzek, a nazveme ho x. Definujeme inde-
XOVOUu mnozinu

K={je{l,2,...,n}:%; > 0}.

Ma-li matice A linedrné nezéavislé sloupce, je X bazické pripustné Feseni,
viz lemma 4.2.1, a jsme hotovi.

Necht jsou tedy sloupce Ay linedrné zavislé, to znamena, Ze pro n&jaky
nenulovy |K|-slozkovy vektor v plati Axv = 0. Doplnime v nulami v po-
zicich mimo K na n-slozkovy vektor w (tedy wx = v a Aw = Agv = 0).

Chvili predpokladejme, ze w spliiuje nésledujici dvé podminky:

(a) cf'w > 0.
(b) Existuje j € K, pro néz w; < 0.

Pro realné ¢éislo ¢ > 0 se podivejme na vektor x(t) = x + tw. UkdZeme,
Ze pro vhodné t; > 0 je x(¢1) pFipustné a mé vice nulovych slozek nez x.
Pritom cTx(t1) = cTx+t;cTw > c¢T'x¢ +t1cTw > cT'xq, takze dostaneme
spor s tim, Ze X mélo mit nejvic nulovych slozek.

Pro v8echna t plati Ax(t) = b, ponévadz Ax(t) = Ax+tAw = AX = b,
nebot x je piipustné. Dale pro t = 0 mé x(0) = % vSechny slozky z K
ostfe kladné a vSechny ostatni slozky nulové. Pro j-tou slozku x(t) méme
x(t); = &; + twj, a je-li w; < 0 jako v podmince (b), pro dost velké ¢ plati
x(t); < 0. Jestlize za¢neme s t = 0 a nechame ¢ rist, potom ta x(t);, pro néz
w; < 0, se budou zmensovat, a v jistém okamziku #; prvni z nich dosédhne
hodnoty 0. V této chvili x(¢;) ma pofad jesté vSechny slozky nezdporné,
¢ili je pripustné, ale ma oproti x pfinejmensim jednu nulovou slozku navic.
Z toho, jak uz jsme fekli, plyne spor.

Co kdyz ale vektor w podminku (a) nebo (b) nesplituje? Pokud ¢?'w =
0, (a) plati a (b) pak mizeme vzdycky zachranit pfipadnou zménou zna-
ménka w (ponévadz w # 0). TakZe predpokladdme c’w # 0, a zase
pifpadnou zménou znaménka docilime ¢?w > 0. Neplati-li ted (b), musi
byt w > 0. To ale znamend, 7ze x(t) = X + tw > 0 pro vSechna t > 0,
a tudiz vSechna takova x(t) jsou pfipustnd. A hodnota ucelové funkce
cTx(t) = cTx + tcT'w roste nade viechny meze pro t — oo, takze tiloha je
neomezena. Tim je dikaz hotov. O

4.3 ABC konvexity a konvexnich mnohosténu

niho programovani se s ni ¢loveék setka velmi pfirozené. Tady pfipomeneme
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definici a uvedeme nékolik nejzakladnéjsich pojmu a vysledku, které pfi-
nejmensim pomohou ziskat o linedrnim programovani lepsi intuitivni pred-
stavu.

Linearni programovani se ovSem da vykladat i bez nich a v nahusténéj-
sich kursech na né neni ¢as. Proto tato a nasledujici sekce jsou pojaty jako
rozsifujici material, a zbytek textu by mél byt srozumitelny i bez nich.

Mnozina X C R" je konvexni, pokud pro kazdé dva body x,y € X
obsahuje X celou usecku xy. Jinymi slovy, pro kazdé x,y € X a kazdé
t €[0,1] plati tx + (1-t)y € X.

Na vysvétlenou: tx + (1—t)y je bod na tsecce xy ve vzdalenosti ¢ od y a
1—% od x, bereme-li jako jednotku vzdalenosti délku té tisecky.
Tady je nékolik prikladi konvexnich a nekonvexnich mnozin v roviné:

nekonvexni konvexni
Konvexni mnozina dole na tomto obrazku, stadion, stoji za zapamatovani,
protoze casto je protipfikladem na tvrzeni o konvexnich mnozinach, ktera
na prvni pohled mohou vypadat zjevné pravdiva.
V matematické analyze se pracuje hlavné s konvexnimi funkcemi. Oba
pojmy spolu tzce souvisi: napriklad redlna funkce f:R — R je konvexni,

pravé kdyz jeji nadgraf, tj. mnozina {(z,y) € R? : y > f(x)}, je konvexni
mnozina v rovineé.

Konvexni obal a konvexni kombinace. Je snadno vidét, Ze prunik libo-
volného souboru konvexnich mnozin je zase konvexni mnozina. To umoziuje
zavést pojem konvexniho obalu.

Bud X C R™ libovolna mnozina. Jeji konvexni obal definujeme jako
prinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich X. Je to tedy nejmensi kon-
vexni mnozina obsahujici X, v tom smyslu, Ze kazda konvexni mmnozina
obsahujici X obsahuje také konvexni obal X.
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konvexni obal X

Tato definice neni prilis konstruktivni. Konvexni obal se da popsat také
pomoci konvexnich kombinaci, podobné jako linearni obal mnoziny vektori
se da popsat pomoci linedrnich kombinaci. Jsou-li x;,Xas,...,x,, néjaké
body v R", jejich konvexni kombinace je kazdy bod tvaru

m
11Xy +toXg + -+ bypXen, kde ty,to, ... t, >0a Zti: 1.
i=1

Konvexni kombinace je tedy specialni typ linearni kombinace, v niz jsou
koeficienty nezaporné a sectou se na 1.

Konvexni kombinace dvou bodi x a 'y jsou tvaru tx+(1—t)y, ¢t € [0,1], a
jak jsme fekli v souvislosti s definici konvexni mnoziny, vyplni presné tsecku
xy. Je snadné, ale pouc¢né si rozmyslet, ze vSechny konvexni kombinace tii
bodi x,y,z vyplni pfesné trojihelnik xyz (pokud body nelezi na piimce).

4.3.1 Lemma. Konvexni obal C mnoziny X C R™ je roven mnoziné

m m
C = {Ztixi:mz 1,x1,...,Xm EX,tl,...,tmzo,Ztizl}
i=1

i=1

vsech konvexnich kombinaci kone¢né mnoha bodu z X.

Dtkaz. Nejdiiv dokazeme indukei podle m, ze kazda konvexni kombinace
musi lezet v C. Pro m = 1 je to zfejmé a pro m = 2 to plyne primo
z definice konvexity. Bud m > 3 a necht x = t1x3 + - - - + t,,X;, je konvexni
kombinace bodu z X. Pro t,, = 1 mame x = x,,, € C. Pro t,,, < 1 polozme
th =t/ —tm), i =1,2,...om—1. Pak X' = #{x1 + -+ + ¢, _1Xm—1
je konvexni kombinace bodl x1,...,X,—1 (ta t; se se¢tou na 1) a podle
indukéniho predpokladu x” € C. Takze x = (1 — t, )X’ + £ X, je konvexni
kombinaci dvou bodi z (konvexni) mnoziny C a také lezi v C.

Tim jsme dokéazali C C C. Pro opa¢nou inkluzi staci ukazat, ze C je
konvexni, tj. ovéfit, Ze jsou-li x,y € C dvé konvexni kombinace a t € (0,1),
pak tx + (1 — t)y je zase konvexni kombinace. To je zcela pfimocaré a
dovolime si to vynechat. O

Konvexni mnoziny, s nimiz se ¢lovék setka v teorii linedrniho programo-
vani, jsou specialniho typu a jmenuji se konvexni mnohostény.
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Nadroviny, poloprostory, mnohostény. Pfipomenme, ze nadrovina
v prostoru R” je afinni podprostor dimenze n—1. Jinak feéeno, je to mno-
zina vSech FeSeni jedné linearni rovnice tvaru

171 + a2 + - - + apx, = b,
kde aj,as,...,a, nejsou vSechna zaroven rovna 0. V roviné jsou nadrovi-
nami piimky a v R? jsou to roviny.

Takova nadrovina rozdéluje R™ na dva poloprostory a je jejich spole¢nou
hranici. Ony dva poloprostory maji analytické vyjadfeni

{xER":a1x1+a2x2+---+anxn§b}

{xeR”:a1x1+a2x2+'~'+an$n2b}~

Piesnéji feceno, jsou to uzaviené poloprostory, do nichz patii i jejich
hranice.

Prinik koneéné mnoha uzavienych poloprostorid v R™ se nazyva kon-
vexni mnohostén.

Poloprostor je zjevné konvexni, tedy prunik poloprostoru je také kon-
vexni a konvexni mnohostény se jmenuji konvexni pravem.

Kruh v roviné je konvexni mnozina, ale neni to konvexni mnohostén
(protoZe, zhruba feceno, konvexni mnohostén musi byt ,hranaty“... ale
zkuste to dokdzat poradné).

Poloprostor je mnozina vSech feSeni jedné linedrni nerovnice (s aspori
jednim nenulovym koeficientem u né&jakého x;). Mnozina vSech feseni sou-
stavy kone¢né mnoha linearnich nerovnic, neboli mnozina vSech pfipust-
nych feseni tlohy linedrniho programovani, je geometricky prunik koneéné
mnoha poloprostort, neboli konvexni mnohostén. (Pro pofadek pozname-
nejme, ze nadrovina je prunik dvou poloprostori, a tedy v soustavé mohou
byt kromé nerovnic i rovnice.)

Vsimnéme si, Ze konvexni mnohostén mutze byt i neomezeny, napiiklad
jeden poloprostor je téz konvexni mnohostén. V literature se nékdy kon-
vexnim mnohosténem mysli jen mnohostén omezeny, tj. takovy, ktery se
d& umistit do né€jaké dostatecné velké koule. V anglictiné se rozlisuje con-
vex polyhedron (Cesky: konvexni polyedr), coz je konvexni mnohostén podle
nasi definice, a convex polytope, coz je omezeny konvexni mnohostén.

Dimenze konvexniho mnohosténu P C R” je nejmensi dimenze afin-
niho podprostoru, do néjz se d4 P umistit. Ekvivalentné, je to nejvétsi d,
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pro néz P obsahuje néjaké body xg,x1,...,xq takové, ze d-tice vektoru
(x1 — X0,X2 — Xq,.-.,Xd — X0) je linedrné nezavisla.

I prazdna mnozina je konvexnim mnohosténem a jeji dimenze se obvykle
definuje jako —1.

Vs8echny konvexni mnohothelniky v roviné jsou dvoudimenzionalni kon-
vexni mnohostény. Rada typt tfidimenziondlnich konvexnich mnohosténti
se probira na stfedni skole a zdobi matematické kabinety, napriklad krychle,
kvadry, hranoly, jehlany nebo dokonce pravidelny dvanactistén, ktery mtize
clovék potkat tfeba jako méné obvykly stolni kalendar. Pomérné jednodu-
ché priklady mnohosténii obecné dimenze n jsou

e n-dimenziondlni krychle [—1,1]", kterd se d& napsat jako prunik 2n
poloprostori (kterych?):

n=1 n=2 n=3

e n-dimenziondlni k¥iZovy mnohostén {x € R" : |x1| + |z2| + - +
|z,| < 1}:

n=1 n=2 n=3

Pro n = 3 dostaneme pravidelny osmistén. K vyjadfeni n-dimenzio-
nélniho kiizového mnohosténu potfebujeme 2" poloprostorii (najdete

je?).

e Pravidelny n-dimenzionalni simplex,

A
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ktery se analyticky nejjednoduseji vyjadii jako podmnozina R™+1:
{(x e R"™ toy, 20, ., 2pi1 >0, 21 + 224+ + Tpy1 = 1}

Cvi¢né si vSimnéme, Ze to je pravé mnozina pfipustnych feseni tlohy
lineadrniho programovéani s jedinou rovnici 1 + 22 + -+ + Tpy1 = 1
a podminkami nezédpornosti?, viz obrazek v sekci 4.1. Obecné se sim-
plex fika kazdému omezenému n-dimenzionalnimu konvexnimu mno-
hosténu ohrani¢enému n+1 nadrovinami.

Mnoho zajimavych priklad konvexnich mnohostént se dostane pravé jako
mnoziny pfipustnych feseni prirozenych tloh linearniho programovani. Na-
piiklad LP-relaxace ulohy o perfektnim parovani maximélni vahy (sekce
3.2) vede pro Gplny bipartitni graf k takzvanému Birkhoffovu mnohosténu,
a pro obecny graf k Edmondsovu mnohosténu pdrovdini. Geometrické vlast-
nosti takovychto mnohostént ¢asto zajimavé souviseji s vlastnostmi kom-
binatorickych objektt a s Ffesenim kombinatorickych optimaliza¢nich tloh.
Péknéa knizka o konvexnich mnohosténech je

G. M. Ziegler: Lectures on Polytopes, Springer-Verlag, Heidel-
berg, 1994 (opravené druhé vydéni 1998).

Kapitolu o mnohosténech obsahuji také skripta J. Matousek: Introduction
to Combinatorial Geometry, dostupna naptiklad na webové strance autora.

4.4 Vrcholy a bazicka pripustna reseni

Vrchol konvexniho mnohosténu si pfedstavujeme jako jeho ,,roh“ nebo ,$picku®.
Napriklad tfidimenzionalni krychle ma 8 vrchold a pravidelny osmistén 6.
Matematicky se vrchol definuje jako bod, v némz nabyva jednoznacného
maxima néjaka linearni funkce. Tedy bod v se nazyva vrchol konvexniho
mnohosténu P C R”, pokud v € P a existuje nenulovy vektor ¢ € R"
tak, ze cT'v > ¢’y pro kazdé y € P\ {v}. Geometricky to znamena, Ze
nadrovina {x € R" : ¢I'x = ¢?'v} se mnohosténu P dotyk4 presné ve v.

3Na druhé strané mnozina p¥ipustnych feSeni pro tilohu v rovnicovém tvaru rozhodné
neni vzdycky simplex! Simplexovd metoda se jmenuje simplexové z pomérné kompliko-
vaného duvodu. Souvisi to s jinou geometrickou ptredstavou tlohy v rovnicovém tvaru,
nez o které jsme mluvili. V ni se m ¢isel v j-tém sloupci matice A spolu s Cislem c;
interpretuje jako bod v R™*1, Simplexova metoda se pak déa interpretovat jako pochod
po jistych simplexech s vrcholy v téchto bodech. Prave tato predstava Dantzigovi dodala
duvéru, ze simplexovd metoda bude dobfe fungovat a ze mé smysl ji zkoumat.
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Tiidimenzionalni mnohostény maji nejen vrcholy, ale i hrany a stény.
Obecny konvexni mnohostén P C R"™ dimenze n mtze mit vrcholy, hrany,
2-dimenzionalni stény, 3-dimenziondalni stény, az (n—1)-dimenziondlni stény.
Jsou definovany takto: podmnozina F' C P je k-dimenzionalni sténa kon-
vexniho mnohosténu P, pokud F' ma dimenzi k a existuje nenulovy vektor
c € R" a &slo z € R tak, #e pro viechna x € F plati ¢Ix = z a pro vSechna
x € P\ F mame c’x < z. Jinymi slovy, existuje nadrovina, ktera se P
dotyka pfesné v F. Protoze takova F' je prunikem nadroviny s konvexnim
mnohosténem, je sama konvexnim mnohosténem, a tedy ma dobfe definova-
nou dimenzi. Hrana mnohosténu je definoviana jako 1-dimenzionalni sténa a
vrchol je 0-dimenzionalni sténa.

Nyni ukazeme, Ze vrcholy mnohosténu a bazicka pripustné feseni tlohy
linearniho programovani jsou totéz.

4.4.1 Véta. Bud P mnozina vSech piipustnych feseni tilohy linedrniho pro-
gramovani v rovnicovém tvaru (tedy P je konvexni mnohostén). Pak n&-
sledujici podminky pro bod v € P jsou ekvivalentni:

(i) v je vrchol mnohosténu P.
(ii) v je bdzické piipustné feSeni uvazované tilohy.

Dukaz. Implikace (i)=-(ii) plyne ihned z véty 4.2.3 (kde za c zvolime
vektor definujici vrchol v), a zbyva dokdzat (ii)=-(i).

Méjme béazické pripustné feseni v s pripustnou bazi B a definujme vek-
tor ¢ € R™ piedpisem ¢; = 0 pro j € B a ¢; = —1 jinak. Mame ¢'v=0,a
pfitom €7x < 0 pro libovolné x > 0, tedy v maximalizuje ¢elovou funkci
¢Tx. Navic é'x < 0 kdykoliv ma x nenulovou slozku mimo B. Ale podle
tvrzeni 4.2.2 je v jediné pripustné feseni se vSemi slozkami mimo B nulo-
vymi, takZe v je jeding bod z P maximalizujici ¢”x. O
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Podobnéa véta plati pro libovolnou tlohu linearniho programovani, nejen
pro tlohu v rovnicovém tvaru. Dokazovat to zde nebudeme, ale fekneme aspon
definici bazického pripustného feseni pro obecnou tlohu linearniho programo-
vani:

Bazické pripustné Feseni tlohy linedarniho programovani s n promén-
nymi je takové pripustné feseni, pro néz je n linedrné nezavislych omezujicich
podminek splnéno s rovnosti.

Omezujici podminka, kterd je rovnici, musi byt vzdycky splnéna s rov-
nosti, zatimco nékteré nerovnice mohou byt splnény s rovnosti a jiné s ostrou
nerovnosti. Mezi nerovnice se pocitaji i podminky nezapornosti. Linearni ne-
zévislost podminek znamend, Ze vektory koeficientt u proménnych jsou line-
arné nezavislé, kde napriklad pro n = 4 pfislusi podmince 3z1+5x3—7z4 < 10
vektor (3,0,5,—7).

Jak vime z linearni algebry, soustava n linedrné nezavislych linearnich rov-
nic pro n proménnych ma praveé jedno reseni. Takze pokud x spliuje s rovnosti
néjakych n linedrné nezavislych podminek, pak téchto n podminek spliuje
s rovnosti jediné ono. Geometricky feceno, podminky splnéné s rovnosti ur-
Cuji nadroviny, x lezi na néjakych n z nich, a téchto n nadrovin se protina
v jediném bodé.

Definice bazického pfipustného FeSeni pro rovnicovy tvar vypadala dost ji-
nak, ale ve skutecnosti je to specidlni pfipad obecnéjsi definice pravé uvedené.
Pro dlohu v rovnicovém tvaru mame m linedrné nezavislych rovnic splnénych
vzdy, zbyva tedy splnit s rovnosti n — m podminek nezapornosti, jez jsou
navic linedrné nezavislé s témi rovnicemi. Vektor koeficientt podminky neza-
pornosti z; > 0 je ej, s jednickou na misté j a 0 jinde. M&-1i x byt bazické
piipustné Feseni podle nové definice, existuje mnozina N C {1,2,...,n} ve-
likosti n — m tak, ze x; = 0 pro j € N a rfadky matice A spolu s vektory
(ej : 7 € N) tvori linedrné nezavisly soubor. To nastane pravé tehdy, kdyz
matice Ap ma linedrné nezavislé fadky, kde B = {1,2,...,n} \ N, a jsme
zpatky u definice bazického ptripustného feseni pro rovnicovy tvar.

Pro obecnou tlohu linearniho programovani nemusi byt zadné z optimal-
nich feseni bazické, jak ukazuje tfeba tloha

maximalizovat x1 + z2 za podminky x1 + x2 < 1.

To je rozdil proti rovnicovému tvaru (viz vétu 4.2.3) a jedna z vyhod rovni-
cového tvaru.

Na intuitivni pojem ,rohu“ konvexni mnoziny se dé nahlizet pfinejmen-
$§im dvéma zpusoby. Jeden z nich je zachycen v uvedené definici vrcholu kon-
vexniho mnohosténu. Jind definice uvazuje body, které se nedaji ,,generovat
tseckami“. Pro odliSeni se jim fikd extremalni body, tedy bod x je extre-
maélni bod konvexni mnoziny C' C R", pokud neexistuji dva body y,z € C
ruzné od x a takové, ze x lezi na tsecce yz.

Pro konvexni mnohostény se d4 pomérné snadno ukézat, ze extremalni
body jsou presné totéz co vrcholy. Tudiz méame dalsi mozny ekvivalentni popis
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bazickych pripustnych feseni.

Omezeny konvexni mnohostén je konvexnim obalem svych vrcholu.
Konvexni mnohostén obecné nemusi mit vibec zadné vrcholy — prikladem je
poloprostor. Nicméné omezeny konvexni mnohostén P néjaké vrcholy vzdy
ma a dokonce plati vic: P je konvexnim obalem mnoziny svych vrchola. To
mize z ptikladd v dimenzich 2 a 3 intuitivné vypadat jako zjevné, ale dikaz
neni jednoduchy (v Zieglerové knize zminované v predchozim oddilu se toto
tvrzeni oznacuje jako ,hlavni véta® teorie mnohosténi). Diisledkem tvrzeni je
skutecnost, ze se kazdy konvexni mnohostén da vyjadrit jednak jako prinik
kone¢né mnoha poloprostori a jednak jako konvexni obal kone¢né mnoha
bodi.



5

Simplexova metoda

V této kapitole vysvétlime simplexovou metodu pro feSeni tloh linearniho
programovani. Budeme vyuzivat pojmy rovnicovy tvar a bazické pripustné
feSeni z predchozi kapitoly.

Gaussova eliminace v linearni algebfe ma sice fundamentalni vyznam
teoreticky a didakticky, jako vychodisko dalsich postupt, ale v praxi se na-
hrazuje slozitéjsimi a efektivnéjsimi algoritmy. Podobné na feSeni vétsich
tloh linearniho programovani se nepouziva zakladni verze simplexové me-
vsak nebudeme klast diraz na co nejefektivnéjsi organizaci vypoctu a sou-
stfedime se na zakladni myslenky.

5.1 Uvodni piiklad

Simplexovou metodu nejdiiv ukazeme na feseni nasledujici tlohy:

maximalizovat 1 + T9

za podminek —x1 + a2 < 1
T1 < 3 (5.1)
X9 S 2
T1,x2 Z 0.

Schvalné bereme tlohu, kterd neni v rovnicovém tvaru, mame sice neza-
porné promeénné, ale nerovnice musime nahradit rovnicemi zavedenim po-
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mocnych proménnych. Rovnicovy tvar je

maximalizovat r1 + X2

za, podminek —x1 + Ty + w3 = 1
Ty + x4 = 3
To + x5 = 2
1,T2,...,25 >0
s matici

-1 1 1 0 0

A= 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

V simplexové metodé se kazd4 tloha prepise do podoby simplexové ta-
bulky, kterd se pak postupné upravuje. V nasSem piipad€ zacneme se sim-
plexovou tabulkou

x3 = 1 + x — X9
ry = 3 — 1

rs = 2 — X2
z = xr1 +  X2.

V prvnich tfech fadcich jsou rovnice z tlohy, v nichz jsou pomocné pro-
ménné prevedeny na levou stranu a zbytek na pravou. Posledni fadek, oddé-
leny ¢arou, obsahuje novou proménnou z, kterd vyjadiuje icelovou funkci.

Ke kazdé simplexové tabulce nélezi jisté bazické piipustné reseni. V na-
Sem pfipadé dosadime 0 za proménné x; a xo z pravé strany a bez pocitani
dostavame z3 = 1,24 = 3,z5 = 2. Toto pfipustné feseni je vskutku ba-
zické s B = {3,4,5}; vSimnéme si, Zze Ap je jednotkovd matice. Proménné
T3, T4, T5 Na levé strané jsou bazické a proménné 1, o na pravé strané ne-
bazické. Hodnota tcelové funkce z = 0, kterd odpovida tomuto bazickému
pripustnému feseni, se vycte z posledniho fadku tabulky.

7 pocatecéni simplexové tabulky budeme postupné odvozovat dalsi ta-
bulky podobného tvaru. VSsechny budou obsahovat stejné informace o uva-
zované uloze, jen jinak zapsané. Postup skonéi tabulkou, jejiz prislusné
bazické pripustné feseni bude optimalni, a jeho optimalita bude z tabulky
pfimo vidét.

Pustime se do prvniho kroku. Pokusime se zvysit hodnotu acelové funkce
zvySenim nékteré z nebazickych proménnych x; nebo zs. V nasi tabulce
snadno odhalime, Ze zvySenim hodnoty z; se zvysi hodnota z. Totéz plati i
0 Z2, protoZze obé proménné maji kladné koeficienty v z-ové fadce tabulky.
Vyberme si tfeba 2, a to budeme zvysovat, zatimco x; zustane 0. O kolik
muzeme zo zvysit? Pokud chceme zachovat pripustnost, musime dat pozor,
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aby z3, 4, x5 neklesla pod 0. Rovnice urcujici jejich hodnoty mohou tudiz
omezovat prirtistek xo. Uvazme prvni rovnici

r3 =14+ 21 — 2.

Spolu s implicitnim omezenim x5 > 0 nas tato rovnice nechd zvysit o (pfi
zachovani 21 = 0) nejvys na 1. Druhd rovnice

Ty = 3— T1
neomezuje xo vibec a tfeti rovnice
Irs = 2 — T2
povoluje zvyseni na x5 = 2, nez x5 zacne byt zaporné. Nejpiisnéjsi omezeni
vyplyva tedy z prvni rovnice.
Zvysime xo, jak nejvic to jde, a dostaneme x5 = 1 a 3 = 0. Hodnoty

ostatnich proménnych ze zbytku tabulky jsou

T4 = 3 — xr1 = 3,

Irs = 2 — To = 1.
V tomto novém pripustném feseni se xs stalo nulovym a x2 nenulovym.
Celkem prirozené tedy prevedeme x3 na pravou stranu, kde Ziji nebazické

proménné, a z2 na levou stranu, kde sidli proménné bazické. Udélame to
pomoci rovnice z3 = 1 + 1 — x2, z niz vyjadiime

To =142 — 3.

Pravou stranu dosadime za x2 do zbyvajicich rovnic tabulky, a tak ziskame
novou tabulku

g = 1 + ry — I3
T4 = 3 - X1

s = 1 — x + 3
z 1 + 221 — x3

s B ={2,4,5}, k niz néalezi bazické pfipustné feseni x = (0,1,0,3,1) s hod-
notou ucelové funkce z = 1.

Tento proces piepsani simplexové tabulky do jiné se nazyvéa pivotovaci
krok. V kazdém pivotovacim kroku néktera nebazicka proménné, v nasem
ptipadé xs, vstoupi do baze, zatimco nékterd bazickd proménnd, v nasem
ptipadé zs, z ni vystoupr.

V nové tabulce mizeme vyssi hodnotu tcelové funkce docilit zvysenim
x1, kdezto zvySeni x3 by vedlo k hodnoté mensi. Prvni rovnice zvySovani z;
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nijak neomezuje, ze druhé dostavame x1 < 3 a ze tfeti rovnice z; < 1, tudiz
nejprisnéjsi omezeni vyplyva ze tieti rovnice. Stejné jako v predchozim
kroku z ni z; vyjadiime a dosadime za néj do zbyvajicich rovnic, ¢imz
1 vstoupi do baze a pfesune se na levou stranu, a x5 z baze vystoupi a
premisti se na pravou stranu. Dostaneme tabulku

xr1 1 + x3 -— x5
T2 = 2 — Is
Ty = 2 — x3 + x5
z = 3 4+ x3 — 25

s B ={1,2,4}, bazickym pfipustnym FeSenim x = (1,2,0,2,0) a z = 3.
Po jesté jednom pivotovacim kroku, v némz do béaze vstoupi z3 a vy-
stoupi z ni x4, skon¢ime u tabulky

X1 = 3 - g

Tro = 2 — X5
T3 = 2 — my + I3
z =5 — x4 — x5

s bazi {1,2,3}, bazickym pfipustnym feSenim x = (3,2,2,0,0) a z =
5. V této tabulce nemtzeme zvétsit zadnou nebazickou proménnou, aniz
bychom snizili hodnotu ucelové funkce, takZe jsme uvizli. Ale nastésti to
zaroven znamena, Ze jsme nasli optimalni feSeni. Proc¢?

Uvazme libovolné pFipustné feSeni X = (Z1,. .., T5) nasi tlohy, s hodno-
tou ucelové funkce rovnou néjakému Z. Nyni x a Z spliiuji vSechny rovnice
v posledni tabulce, které jsme dostali z ptivodnich rovnic tlohy ekvivalent-
nimi tpravami, a tedy musi platit

Z =05—%4—Ts.

To spolu s podminkami nezdpornosti 4,75 > 0 dava Z < 5. Tabulka
dokonce poskytuje i ditkaz, Ze x = (3,2,2,0,0) je jediné optimélni FeSeni:
pokud z = 5, tak x4 = x5 = 0, a to jednozna¢né urcuje hodnoty ostatnich
proménnych.

Geometricka ilustrace. Kazdému piipustnému FeSeni (z1,x2) puvodni
ulohy (5.1) s nerovnicemi odpovida pfesné jedno pFipustné feseni (x1, o, ..., x5)
upravené ulohy v rovnicovém tvaru, a obracené. Mnoziny pripustnych feseni
jsou ve vhodném smyslu isomorfni, a vyliceny postup simplexové metody
muzeme tudiz sledovat na rovinném obrazku pro ptvodni tlohu (5.1):
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Z‘1§3

—x1+x2 <1

Vidime, jak se simplexova metoda presouva po hranach od jednoho vrcholu
mnoziny piipustnych feseni ke druhému, pficemz hodnota tcelové funkce
roste, az dosdhne optima. V uvedeném ptikladu by $lo jit i kratsi cestou,
kdybychom se v prvnim kroku rozhodli zvySovat x; misto xs.

Mozné potize. V uvedeném jednoduchém piikladu probéhla simplexova
metoda hladce a bez prekadzek na$la optimalni feSeni. Obecné se ale mu-
sime umét vyporadat s nékolika komplikacemi. Ukazeme je na prikladech
v néasledujicich oddilech.

5.2 Osetreni vyjimek: neomezenost
Co se v simplexové metodé stane pro neomezenou tilohu ukaZzeme na tloze

maximalizovat T

za podminek 1 — 39 < 1
-1 + x2 < 2
z1,x2 > 0.

znéazornéné na obrazku:
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xlz()

g —>

—$1+CC2§2

xl—xggly/

Po obvyklém pfevodu na rovnicovy tvar zavedenim pomocnych proménnych
T3, T4 a jejich vyuzitim jako pocatecéni pripustné baze dostaneme pocatecni
simplexovou tabulku

r3 = 1 — 31 + ®2
Ty = 2 4+ xm — X9
z = xI.

Po prvnim pivotovacim kroku se vstupujici proménnou z; a vystupujici
proménnou x3 vyjde tabulka

gy, = 1 + x93 — x3
Tg4 = 3 — I3
z =1 4+ x5 — x3.

Kdyz ted zkusime zavést do béze x2, zjistime, Ze zadné z rovnic v tabulce
neomezuje jeho zvétsovani. Miizeme vzit x5 libovolné velké, a dostaneme z
také libovolné velké — tloha je neomezena.

Rozebereme tuto situaci trochu podrobnéji. Z tabulky je vidét, Ze pro
libovolné ¢islo t > 0 dostaneme pripustné feSeni volbou x4 = t, z3 = 0,
1 =14+t a x4 = 3, s hodnotou tcelové funkce z = 1 + ¢. Jinak feceno,
polopfimka

{(1,0,0,3) +¢(1,1,0,0) : t > 0}

je obsaZena v mnoziné pripustnych feSeni a ,dosvédcuje” neomezenost
tlohy, nebot Gcelova funkce na ni nabyva libovolné velkych hodnot. Od-
povidajici poloptimka pro ptivodni dvoudimenzionélni tlohu je na obrazku
vytazena tlusté.

Podobna poloptimka je vystupem simplexové metody pro vSechny neo-
mezené ulohy.
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5.3 Osetreni vyjimek: degenerovanost

Zatimco v pripadé neomezené tllohy miizeme nékteré proménné zvysovat li-
bovolné, k opa¢nému extrému nékdy dochazi v ptipadé degenerované tilohy.
Rovnice v tabulce nepovoluji zvyseni zddné nebazické proménné, takze ani
zvySeni z pivotovacim krokem neni mozné.

Uvazme tlohu

maximalizovat To
za podminek —x1 + a2 < 0
) < 9 (5.2)
z1,22 > 0.
I Z 0
X1 S 2
—x1+ 22 <0

33220

Obvyklym zptusobem dostaneme pocéateéni simplexovou tabulku

r3 = ry — X2
T4 = 2 — X1
z = To

(kviz: jaké bazi tato tabulka odpovid4, a jaké je pFislusné bazické feseni?).
Jediny kandidat pro vstup do béze je zde x2, ale prvni fadek tabulky uka-
zuje, ze jeho hodnotu nelze zvysit, aniz by se x3 stalo zapornym.

Uviznuti v tomto pripadé bohuzel neznamenad, Ze jsme nalezli optimalni
feseni, takze musime provést pivotovaci krok s ,nulovym postupem*“. V na-
Sem piikladu vstup zz do baze (a vystup x3) vyusti v jinou tabulku se
stejnym bazickym pripustnym fesenim:

T2 = rr — I3
Trg = 2 — I
z = r1 — I3.
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Situace se nicméné vylepsila. Nebazickou proménnou x; nyni lze zvysit a
po jejim vstupu do baze, vyménou za x4, uz dostaneme zavérecnou tabulku

r1 = 2 — X4
Xro = 2 - I3 — X4
z = 2 — xT3 — T4

s optimélnim FeSenim x = (2,2,0,0).

Situace, kdy jsme nuceni k pivotovacimu kroku neménicimu hodnotu
ucelové funkce, mize nastat jediné pro tlohu, kde jednomu bazickému pii-
pustnému feseni odpovida vice pripustnych bazi. Takové tlohy se nazyvaji
degenerované.

Je snadno vidét, ze aby néjakému bazickému pfipustnému feseni odpo-
vidalo vic bazi, musi v ném byt nékteré bdzické proménné rovny nule.

V naSem prikladu jsme mohli zvySovat hodnotu tcelové funkce uz po
jednom degenerovaném pivotovacim kroku. Obecné to muze trvat mno-
hem déle. Dokonce se muze stat, ze se tabulka v posloupnosti degenero-
vanych pivotovacich krokt opakuje, takze by algoritmus mohl prochézet
nekonecnou posloupnosti tabulek bez jakéhokoli pokroku. Tento jev se na-
zyvé zacykleni. Piiklad tlohy, kde se simplexova metoda muZe zacyklit,
je pomérné komplikovany (nejmensi pfiklad mé 6 proménnjch a 3 rovnice)
a tady ho uvadét nebudeme.

Pokud vypocet simplexovou metodou neskon¢i, musi se nutné zacyklit.
To je proto, ze moznych simplexovych tabulek pro jednu tlohu je jen ko-
necné mnoho, konkrétné nejvyse (:fl), coz dokazeme v oddilu 5.5.

Jak zabranit zacykleni? O tom kratce pojedname v oddilu 5.7.

5.4 Osetreni vyjimek: nepripustnost

Aby mohl simplexovy algoritmus viibec zacit, potfebuje néjakou pfipustnou
béazi. V prikladech, které jsme zatim uvadéli, jsme piipustnou bézi dostali
viceméné zadarmo. Tak je tomu u vsech tloh tvaru

maximalizovat ¢Tx za podminek Ax <bax>0

s b > 0. Vskutku, pomocné proménné, zavedené pfi pfevodu na rovnicovy
tvar, poslouzi jako pfipustna baze.

Obecné je ale nalezeni pripustného feseni stejné obtizné jako nalezeni
optimélniho FeSeni (viz poznadmku v sekci 1.3). Nastésti se pocateéni pii-
pustné baze da najit pomoci samotné simplexové metody, ktera se pouzije
na vhodnou pomocnou tlohu. U této pomocné tlohy je pocatecni pfipustna
baze k dispozici automaticky, a z jejiho optimalniho Feseni ziskame pripust-
nou bazi pivodni dlohy.
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Konstrukci pomocné tulohy vysvétlime na prikladu nasledujici tlohy
v rovnicovém tvaru:

maximalizovat 1 + 29
za podminek r1 + 3x9 + a3 = 4
200 + x3 = 2

£L’1,£L'2,(E320.

Piipustné feSeni budeme vyrabét z vektoru (x1,x2,z3) = (0,0,0). Ten je
nezaporny, ale neni pfipustny, protoze nespliuje rovnice tlohy. Zavedeme
pomocné proménné x4 a x5 jako ,opravy“ nepfipustnosti: z4 = 4 — z1 —
3z — 3 vyjadfuje, o kolik pavodni proménné x1,zs,r3 nespliuji prvni
rovnici, a x5 = 2—2x9 —x3 hraje podobnou roli pro druhou rovnici. Podafi-
li se ndm najit néjaké nezaporné hodnoty x1,x2, 3, pro néz tyto opravy
vyjdou nulové, budeme mit pfipustné feSeni ptivodni tlohy.

Ukol najit nezdporna x;,xs, 3 s nulovymi opravami mizeme vyjadfit
tlohou linearniho programovani:

maximalizovat — T4 — Ts
za podminek r1 + 32 + x3 + x4 = 4
229 + 3 + x5 = 2
T1,L2y...,T5 > 0.

Optimalni hodnota Géelové funkce —x4 — x5 je 0, pravé kdyz pro pivodni
alohu existuji hodnoty 1, 22,23 s nulovymi opravami (neboli p¥ipustné
Feseni).

To je ta spravnd pomocna tloha. Proménné x4 a x5 tvofi pfipustnou
bézi, s bazickym piipustnym Fesenim (0, 0,0, 4,2). Vyjddiime jesté téelovou
funkci pomoci nebazickych proménnych, tedy ve tvaru z = —6+ 27 + 5xo +
2x3, a uz mizeme na pomocnou tlohu pustit simplexovou metodu.

Uloha je uréité omezend, protoze tcelova funkce nemiize byt kladna, a
simplexové metoda najde bazické piipustné feseni, které je optimalni. Cte-
naf mize cviéné zkontrolovat, ze nechame-li v prvnim pivotovacim kroku
vstoupit do baze z1 a ve druhém x3, vyjde zavérecna simplexova tabulka

rn = 2 — xo — T4 + x5
r3 = 2 — 21,‘2 — X5
z = — T4 — 5.

Pfislusné optimdlni feseni (2,0,2,0,0) dava bazické pfipustné feSeni pli-
vodni dlohy (x1,z2,23) = (2,0,2). Po¢ateéni simplexovou tabulku pro
puvodni tlohu dokonce dostaneme ze zavéreéné tabulky tlohy pomocné,
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vynechanim sloupcii s x4 a x5 a zménou ucelové funkce:

r1 = 2 — To
r3 = 2 — To
z = 2 4+ Z2.

V nasem velmi jednoduchém piikladu pak uz jediny pivotovaci krok do-
sahne optima.

5.5 Simplexové tabulky obecné

To, co jsme zatim vysvétlili na prikladech, zformulujeme v této a nasledujici
sekci obecné a (povétsinou) s dikazy.
Uvazme obecnou tlohu v rovnicovém tvaru

maximalizovat ¢Tx za podminek Ax =b a x > 0.

Simplexova metoda vyrabi pfi feseni této ulohy posloupnost simplexovych
tabulek. Kazda z nich odpovida néjaké pripustné bazi B a urcuje néjaké
bézické pfipustné Feseni. (Pro jistotu pFipomerime, Ze pfipustnd baze je
m-prvkovd B C {1,2,...,n}, pro niZ je matice Ap regularni a (jediné) fe-
Seni soustavy Apxp = b je neziporné.) Formalné zavedeme simplexovou
tabulku jako jistou soustavu linearnich rovnic specialniho tvaru, v niz ba-
zické proménné a proménna z, reprezentujici hodnotu tucelové funkce, stoji
na levé strané a jsou vyjadfeny pomoci nebazickych proménnych.

Simplexova tabulka 7 (B) urend piipustnou bazi B je soustava
m~+1 linedrni rovnice pro proménné 1, To, .. ., T, & z, kKterd ma stejnou
mnoZinu feSend jako soustava Ax = b, z = ¢T'x a v maticovém zapisu
vypada takto:

Xxp = P + Qxy

z = zy -+ I'TXN,

kde xp je vektor bazickych proménnych, N = {1,2,...,n}\ B, xy je
vektor nebazickych proménnych, p € R™, r € R"™™, @ je matice typu
mx(n —m) a zy € R.

Bézické pripustné feseni, prislusné k takové tabulce, se z ni d& okamzité
vy¢ist: dostaneme jej dosazenim xy = 0, tj. mame xp = p. Z pfipustnosti
béze B plyne p > 0. Uéelova funkce pro toto bazické pipustné Feseni ma
hodnotu zg +r70 = 2.

Hodnoty p, @, r, zp miZzeme snadno vyjadiit pomoci B a A, b, c:
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5.5.1 Lemma. Pro kazdou pripustnou bazi B existuje pravé jedna sim-
plexova tabulka, a ta je dana vztahy

Q=—-Az'An, p=A5'b, z0=c5AL'd a r=cy — (c5AZ ' AN)T.

Vzorecky je zbytecné si pamatovat, v pifipadé€ potfeby se lehce odvodi.
Diikaz je nezézivny a zafazujeme ho spis pro pofddek. Rekneme ho struénéji
nez jiné ¢asti vykladu a nékteré detaily prenechdme pilnému Ctenafi, a
podobné si budeme poc¢inat u dalSich diikaz podobného druhu.

Dukaz. Nejdiiv, jak se na ty formule pfijde: pfepiSeme soustavu Ax = b
na Agxp = b — Ayxy a zleva vynasobime inverzni matici Agl (to jsou
ekvivalentni Gipravy), ¢imz dostaneme

XB = Aélb - AEIANXN.

Dosadime-li toto za xg do rovnice z = ¢Tx = chB + c%xN, vyjde
T 4-1 —1 T
z = cp(Agb—Ap ANXN) +cyXn =

= CgAglb + (C% — CgAglAN)XN.

Tudiz vzorce v lemmatu opravdu davaji simplexovou tabulku, a zbyva ové-
it jednoznacnost.

Necht p, Q,r, 29 uréuji simplexovou tabulku pro pfipustnou bazi B a
p’,Q’', 1,z také. Protoze kazda volba xy jednoznaéné uréuje xp, musi
platit rovnost p + Qxy = p’ + Q'xy pro viechna xy € R"™ ™. Volba
xy = 0 dd p = p/, a dosazujeme-li za x postupné vSechny vektory e;
standardni baze, vyjde i @ = @Q'. Podobné se dokaze zo =z, ar=1r'. O

5.6 Simplexova metoda obecné

Optimalita. Stejné jako v konkrétnim pfikladu v oddilu 5.1 nahlédneme:

Je-li T(B) simplexova tabulka, v jejiz posledni Fadce jsou vSechny
koeficienty u nebazickych proménnych nekladné, neboli

r<o

?

potom je prislusné bazické pripustné feseni optimdalns.

Skuteéné, bazické pripustné feSeni prislusné takové tabulce mé ucelovou
funkci rovnou zg, a pro libovolné jiné pripustné feseni x mame xy > 0 a
cTx =2 +rTxy < 2.
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Pivotovaci krok: kdo vstoupi a kdo vystoupi. V kazdém kroku sim-
plexové metody piejdeme od ,staré“ baze B a simplexové tabulky 7 (B)
k ,nové“ bazi B’ a odpovidajici simplexové tabulce T (B’). Vzdy jedna ne-
béazicka proménné x, vstoupi do baze a jedna bazickd proménna x, z baze
vystoupi!, tedy B’ = (B \ {u}) U {v}.

Nejdiiv vzdycky vybereme vstupujici proménnou z,, a to podle nésle-
dujiciho kritéria.

Do béaze smi vstoupit takova nebazickd proménnd, jejiz koeficient v po-
slednim radku simplexové tabulky je kladny.

Jenom u takovych nebazickych proménnych totiz jejich zvétSenim vzroste
hodnota tcelové funkce.

Toto kritérium typicky splnuje nékolik nebazickych proménnych, takze
pro vstupujici proménnou je obvykle vic moznosti. O jejim vybéru fekneme
vice v sekci 5.7.

Kdyz se uz rozhodneme, ze vstupujici proménna bude x,, zbyva vybrat
vystupujici proménnou.

Vystupujici proménna z, musi byt takova, Ze jeji nezapornost spolu
s prislusnou rovnici simplexové tabulky nejpfisnéji omezuje zvyseni
vstupujici proménné x,,.

Konkrétni vyjadieni tohoto pozadavku muze vypadat slozité kvili zmatku
s indexy, ale myslenku jsme uz vidéli v prikladu a je zcela jednoducha.
Pisme B = {jl,jg,...,jvm}, Nn<joa<--<jJm,alN= {51,52,...,£n,m},
b < ly < -+ < ly_pm. Receno slovy, j; je i-ty nejmensi prvek mnoziny B
a {j je k-ty nejmensi prvek mnoziny N. Pak mé i-t4 rovnice simplexové
tabulky tvar

n—m
Zj, =pi + Z qik Ty, -
k=1

Index v zvolené vstupujici proménné potiebujeme ted psat ve tvaru v = £y;
obsirnéji feceno, definujeme ¢ € {1,2,...,n—m} jako ten index, pro néjz
v = {;. Podobné index u vystupujici proménné (ktery jesté nebyl vybran)
budeme psat ve tvaru u = js.

Protoze vSechny nebézické proménné x,, , k # t, maji zlustat nulové,
podminka nezdpornosti proménné x;, omezuje mozné hodnoty vstupujici
proménné xzy, prostiednictvim nerovnosti —gixze, < p;. Pokud g > 0,

1Pismena u a v tady nejsou vektory (abeceda neni zas tak dlouha). Mame v jako
vstupujici a u jako ustupujici, chcete-li.
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tato nerovnost zvysovani xy, nijak neomezuje, zatimco pro ¢;; < 0 dava
ohrani¢eni x4, < —p;/q;s.
Vystupujici proménnd z;, je tedy vzdycky takovd, pro niz

gst <0 a ——‘:min{—ﬁ:qit<0,i:1,2,...,m}. (5.3)
dit

To jest, v simplexové tabulce si v§imame jen fadkd, v nichz je koeficient
T, zaporny. V nich tim koeficientem vydélime slozku vektoru p, zménime
znaménko, a ze vSech takovych podilti hleddme minimum.

Jestlize x, nemd zdporny koeficient v zadném Fadku, tj. minimum na
pravé strané rovnice (5.3) je pfes prazdnou mnozZinu, je tloha neomezend
a vypocet konci.

Pro dukaz toho, Ze simplexovd metoda opravdu funguje, je potieba
nasledujici lemma.

5.6.1 Lemma. Jestlize B je pfipustnd baze a T (B) je odpovidajici sim-
plexova tabulka, a jestlize vstupujici proménna x, a vystupujici proménna
Zy byly vybrany podle popsanych kriterii (a jinak libovolné), je B’ =
(B\ {u})U{v} zase pfipustna baze.

Pokud zadné x, nespliiuje kritérium pro volbu vystupujici proménné,
pak je uloha neomezena. Pro vSechna t > 0 dostaneme dosazenim t za ., a
0 za ostatni nebazické proménné pripustné Feseni, a hodnota ucelové funkce
pro tato Feseni pro t — oo jde do nekonecna.

Diikaz je jeden z téch, které nejsou pro zakladni porozumeéni latce po-
tfeba.

Dukaz (naznak). Je potfeba ovéfit, ze Aps je reguldrni. To plati, pravé
kdyz Az'Aps je regularni (protoze u Ap regularitu predpokladame). Matice
Ap/ mé m — 1 sloupct stejnych jako Ap, a pro né jsou odpovidajici sloupce
A}}lAB/ rovny (navzajem riznym) sloupctm jednotkové matice. Zbyvajici
sloupec matice A;A B se vyskytuje v simplexové tabulce 7(B) jako slou-
pec nebéazické proménné xz, (protoze @ = nglAN podle lemmatu 5.5.1).
V tadku odpovidajicim vystupujici proménné x, mé tento sloupec nenulové
c¢islo gst, tak jsme vystupujici proménnou vybirali, a ostatni sloupce A;A B’
tam maji 0, ¢ili matice je opravdu regularni.

Dale je tieba zkontrolovat piipustnost baze B’. Tady se vyuzije toho,
%e nové bézické piipustné feseni, to pro B’, se d4 napsat pomoci starého,
a nezapornost jeho bazickych proménnych jsou presné ty podminky, které
jsme pouzili pfi vybéru vystupujici proménné. Prakticky stejné se ukaze ¢ast
lemmatu, pojednavajici o neomezenych tlohach. Podrobnosti si dovolime vy-
nechat. (]

Geometricky pohled. Jak jsme vidéli v ¢asti 4.4, bazickd pfipustna feseni
odpovidaji vrcholim mnohosténu ptipustnych feseni. Neni tézké ovérit, ze



5.6 Simplexova metoda obecné 72

pivotovaci krok simplexové metody odpovida pfesunu z jednoho vrcholu do
jiného po hrané mnohosténu (pficemz hrana je 1-dimenzionalni sténa, tedy
geometricky tsecka spojujici ony dva vrcholy, viz ¢ast 4.4). Vyjimkou mohou
byt degenerované pivotovaci kroky, kdy se zustava v témze vrcholu a méni se
jen piipustna baze.

Organizace vypoétu. Kdyz z dané simplexové tabulky 7 (B) najdeme
novou piipustnou bazi B’, novou simplexovou tabulku 7 (B’) bychom mohli
vypocitat podle vzorct z lemmatu 5.5.1. Tak se to ovSem nedélé, protoze
to je neefektivni.

P1i ruénim vypoctu se v pivotovacich krocich stard simplexova tabulka
prepocitava na novou. Jeden takovy pfistup jsme uz piredvedli na piikladu.
Vezme se ta rovnice staré tabulky, kterd ma na levé strané vystupujici
proménnou ., a v ni se na levou stranu prevede proménnd vstupujici, .
To bude v nové tabulce rovnice pro x,. Z této rovnice se pak za x,, dosadi do
vSech ostatnich rovnic staré tabulky i do rovnice pro z, a tim je konstrukce
nové tabulky hotova.

Tradi¢né se iprava simplexové tabulky prezentuje trochu jinak, zpusobem
velmi podobnym Gaussové eliminaci. Ponévadz dnes se podle simplexové me-
tody pocita rucné asi uz vyhradné na cvicenich z linedrniho programovani,
zustaneme u vyse uvedené formulace.

V pocitacovych implementacich simplexové metody se neudrzuje simple-
xova tabulka, nybrz jenom bazické slozky pripustného feseni, tj. vektor p =
Aglb, a inverzni matice Agl, a ostatni slozky simplexové tabulky se dopo-
¢itaji, az kdyz jsou potieba (vSimnéme si, ze pro vybér vstupujici proménné
a test optimality potfebujeme jen posledni fadek, a pro vybér vystupujici
proménné jen sloupec vystupujici proménné a vektor p).

Takovému vypocetnimu postupu se v literature riké revidovand simplexovd
metoda. Pro m mnohem mensi nez n je zpravidla podstatné efektivnéjsi nez
udrzovani celé tabulky. Specialné na udrzovani Ag' sta¢i O(m?) operaci na
kazdy pivotovaci krok, kdezto prepocitani celé simplexové tabulky vyzaduje
radové mn operaci.

Protoze o efektivni implementaci simplexové metody nam zde tolik nejde,
nebudeme revidovanou simplexovou metodu popisovat presné. Poznamenejme
jesté, Ze udrzovat inverzni matici Ag,l zpravidla neni z hlediska efektivity a
zaokrouhlovacich chyb nejvhodnéjsi, a v praxi se misto toho pracuje naptiklad
s LU-rozkladem matice Ag.

Hledani pocéatecni pripustné baze. Pokud u dané ulohy neni k dis-

pozici néjakad ,zjevna“ pocatecni baze, hledame ji postupem naznacenym
v sekei 5.4. Pro vychozi tlohu v obvyklém rovnicovém tvaru

maximalizovat ¢x za podminek Ax =b ax >0
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napied zafidime, aby b > 0 (rovnice, kde b; < 0, vyndsobime —1). Pak
pfiddme m novych proménnych x,1 az z, 4+, a feSime nejdilv pomocnou
tlohu

maximalizovat — —(Tp41 + Tnya + 0+ Togm)
za podminek Ax=Db
% >0,
kde X = (21,...,Zn+m) je vektor vSech proménnych vcetné pomocnych

a matice A = (A|I,,) vznikne pfipsanim jednotkové matice k A zprava.
7 jakéhokoli pripustného feseni ptuvodni ulohy dostaneme pripustné fe-
Seni tlohy pomocné dosazenim z,+1 = Tpt2 = -+ = Tpgm = 0. Takové
pfipustné feseni ma ucelovou funkci rovnou 0, a je tedy optimalni. Tudiz
puvodni tloha je pripustna, pravé kdyz optimalni feSeni pomocné tlohy
spliiuje 41 = Tpto =+ = Tptm = 0.

V pomocné tloze tvofi proménné z,i1 az Tpin, pripustnou bazi, a
muzeme nasadit simplexovou metodu. Ta vrati néjaké optimalni feSeni po-
mocné tlohy. Pokud pro néj neplati z,4+1 = Tp42 =+ = Tyt = 0, jsme
hotovi — ptivodni tloha je nepfipustna.

Predpokladejme tedy, Ze mame optimalni feSeni pomocné tlohy spliu-
jicd xpy1 = Tpyo = -+ = Tpim = 0. Simplexova metoda vzdycky vraci
bazické pripustné feseni, a v pfipadé uvazované pomocné ulohy v bazi ob-
vykle nebude zadna z proménnych x, 41 az Ty 4. Takova baze je i pfipust-
nou bazi pro puvodni tlohu a umoziuje pro ni nastartovat simplexovou
metodu.

V jistych degenerovanych pfipadech se miize stat, ze v béazi, vracené
simplexovou metodou pro pomocnou tlohu, zbude néktera z proménnych
Tp41 &Z Tpym, a takovou bazi nemtzeme primo pouzit pro tlohu ptvodni.
To ale je jen kosmetickd vada. Vracené optimalni feseni ma nanejvys m ne-
nulovych slozek, a jejich sloupce v matici A jsou linedrné nezavislé. Jestlize
je téchto sloupcti méné nez m, muzeme je snadno doplnit na bazi dalSimi
linedrné nezavislymi sloupci matice A, viz lemma 4.2.1. V simplexové me-
todé se to elegantné implementuje specidlnimi pivotovacimi kroky, v nichz
se z baze vyhazuji pripadné zbytky proménnych x,,+1 aZ xy4m, ale tim se
zde nebudeme zabyvat.

5.7 Pivotovaci pravidla, zacykleni, efektivita

Pivotovaci pravidlo je jakékoli pravidlo pro vybér vstupujici proménné
v pfipadé, ze je vice moznosti, coz obvykle je. Vyjimeéné mutze byt vice
moznosti také pro vybér vystupujici proménné, a néktera pivotovaci pravi-
dla specifikuji i ten, ale to zpravidla neni tak podstatné.
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Pocet pivotovacich krokt nutnych k vyfeseni dlohy linearniho progra-
movani na pivotovacim pravidle podstatné zavisi. (Viz tfeba priklad v sekei 5.1.)
Problém je samoziejmé v tom, ze prfedem nevime, ktera volba bude nakonec
nejvyhodnéjsi.

Zde uvedeme néktera bézna pivotovaci pravidla. Terminem ,zlepsujici
proménné® je myslena jakakoli nebézickd proménna s kladnym koeficientem
v fadce tcelové funkce, tedy kandidat na vstupni proménnou.

NEJVETS! KOEFICIENT. Vyber zlepSujici proménnou s nejvétsim koeficien-
tem v fadku ucelové funkce z. To je puvodni, Dantzigem navrzené pravidlo,
které maximalizuje zlepSeni z na jednotku zvysent vstupni proménné.

NEJVETS! PRIRUSTEK. Vyber zlepsujici proménnou, kterd vede k nejvét-
$imu absolutnimu zvyseni z. Toto pravidlo je vypocetné naro¢néjsi nez NEJ-
VETS{ KOEFICIENT, ale lokalné maximalizuje zvysSeni z.

NEJSTRMEJST HRANA. Vyber zlepSujici proménnou, jejimz zavedenim do
baze se pribézné bazické pripustné FeSeni posune ve sméru, ktery svird
nejmensi thel s vektorem c. Zapsano vzorcem, ma se maximalizovat podil

cr (Xnové - Xstaré)

||C|| : ||Xnové - Xstaré” ’

kde Xgtare je bazické pripustné feSeni pro momentalni simplexovou ta-
bulku a x,ove je bazické pripustné feseni pro tabulku, kterou bychom do-
stali vstupem uvazované zlepSujici proménné do béaze. (Pfipomenime, Ze
vl = (02 + 02+ +02)/2 = V/vTv znaéi euklidovskou délku vektoru v,
a vyraz ul'v/(||u|| - [|[v]) je kosinus tihlu, sevieného vektory u a v.)

Toto je v praxi Sampion mezi pivotovacimi pravidly, podle rozsahlych
vypocetnich studii je vétsinou efektivnéjsi nez vSechna ostatni pravidla po-
psana zde i nez mnoha dalsi.

NEJMENSI INDEX. Vyber zlep$ujici proménnou s nejmensim indexem, a po-
kud je vic moznosti pro vystupujici proménnou, také vyber tu s nejmensim
indexem. Toto je takzvané BLANDOVO PRAVIDLO a mé hlavné teoreticky
vyznam, protoZze zabranuje zacykleni, coz jesté zminime trochu podrobnéji.

NAHODNA HRANA. Vyber ze vSech zlepSujicich proménnych nidhodné,
vSechny se stejnou pravdépodobnosti. To je nejjednodussi priklad pravde-
podobnostniho pravidla, v némz se pii vybéru néjakym zptisobem pouzivaji
nahodna ¢isla.

Boj se zacyklenim. Jak jsme uz fekli, miiZe se stat, Ze simplexova metoda
se pro nékteré ulohy zacykli (a to je teoreticky jedind moznost, jak mize
selhat). V praxi se na takovou situaci narazi velice zfidka, pokud viibec,
takze mnohé implementace moznost zacykleni prosté ignoruji.
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Z teoretického hlediska jsou pfinejmensim dva zpusoby, jak moznost za-
cykleni vylouéit. Jedna z nich je uz zminéné BLANDOVO PRAVIDLO, 0 némz
se da dokazat, ze pri jeho disledném pouziti se simplexova metoda nikdy
nezacykli (dtikaz neni jednoduchy a délat ho nebudeme). Bohuzel z hlediska
rychlosti vypoctu je BLANDOVO PRAVIDLO jedno z nejméné efektivnich pi-
votovacich pravidel a v praxi se témeér nepouziva.

Jind moznost se v literature najde pod zahlavim symbolicke perturbace
nebo lexikografické pravidlo. Tento pristup zde jenom nacrtneme.

Zacykleni se mtze vyskytnout jenom u degenerovanych tloh. U nich se
miZe objevit nejednoznac¢nost pfi volbé vystupni proménné. Lexikografické
pravidlo v pfipadé takové nejednoznacnosti rozhoduje nasledovné. Predpo-
kladejme, ze S je mnozina fadkovych indexa s takovych, ze

gst <0a — Ps :min{—& : it <0,i=1,2,...,m}
gst qit
(pFitom ¢t je sloupcovy index odpovidajici vstupujici proménné). Jinak feéeno,
vSechny indexy z S jsou kandidaty na vystupni proménnou. Podle lexikogra-
fického pravidla se vybere vidycky ten index s € S, pro néjz je vektor

(QLI QS(n—m))
qst B qst

nejmensi v lexikografickém uspofadani. (Piipomerime, e vektor x € R* pred-
chézi vektor y € R* v lexikografickém uspofadani, pokud z1 < y1, nebo
pokud z1 = y1 a x2 < y2,..., nebo pokud 1 = y1, T2 = Y2,..., Th—1 = Yk—1
a zp < yk.) Ponévadz matice A ma hodnost m, da se ukdzat, ze zadné dva
z uvedenych vektord se nemohou rovnat, takze volba vystupujici proménné
podle tohoto pravidla je vzdy jednoznacna.

Je znamo, ze lexikografické pravidlo nikdy nevede k zacykleni. Z vypocet-
niho hlediska miize byt pro hodné degenerované tilohy dosti naro¢né, protoze
na to, abychom rozhodli o vystupujici proménné, musime nékdy porovnat
mnoho komponent zminénych vektoru.

Lexikografické pravidlo mé nésledujici geometricky podklad. Pro tlohy
v rovnicovém tvaru degenerovanost znamend, ze mnozina F' vSech feseni sou-
stavy rovnic Ax = b obsahuje bod, ktery ma vice nez n — m nulovych slozek.
Tudiz F neni v obecné poloze vzhledem k soufadnicovim osam. Ué¢inek lexiko-
grafického pravidla je vpodstaté stejny, jako kdybychom afinni podprostor F
o nepatrny kousek posunuli, ¢ehoz by se dosdhlo malickou zménou vektoru b.
Takové posunuti ptivede F' do ,obecné polohy“, ¢imz zmizi degenerovanost,
a pritom se optimalni feseni tlohy zméni jen libovolné malo. Lexikografické
pravidlo simuluje efekt vhodného ,nekoneéné malého“ posunuti (neboli ,per-
turbace“) podprostoru F.

Efektivita simplexové metody. V praxi funguje simplexova metoda
zpravidla velmi uspokojivé i pro velké ulohy. Vypocetni experimenty na-



5.7 Pivotovaci pravidla, zacykleni, efektivita 76

znacuji, ze ji pro ulohy v rovnicovém tvaru s m omezenimi typicky staci
k nalezeni optima 2m az 3m pivotovacich krok.
Ve své dobé byl proto velikym pfekvapenim vysledek Kleeho (¢ti Kliho)
a Mintyho, ktefi zkonstruovali alohu linearniho programovani v rovnicovém
tvaru s 3n proménnymi a 2n omezenimi, pro niz simplexova metoda s pu-
vodnim Dantzigovym pivotovacim pravidlem a s ur¢itou poc¢ateéni pfipust-
nou bazi potfebuje 2" — 1 pivotovacich krokt, tedy exponencidlné mnoho.
Mnozina pfipustnych feSeni je Sikovné deformovand n-dimenzionalni
krychle, takzvana Klee-Mintyho krychle, sestrojena tak, ze simplexova metoda
projde postupné vsechny jeji vrcholy. Misto forméalniho popisu konstrukci ilu-
strujeme obrazkem pro dimenze 2 a 3:

Pro lepsi predstavu je Klee-Mintyho krychle vepsana do krychle obycejné.
Simplexovd metoda se bude ubirat cestou vyznacenou tlusté. Presnéji fe-
¢eno, tyto konkrétni Klee-Mintyho krychle pfinuti jit po vyznacené cesté jen
néktera z pivotovacich pravidel a naptiklad ptivodni Dantzigovo pravidlo ne-
osali. Verze Klee-Mintyho krychle, kterda funguje pro Dantzigovo pravidlo,
vypada bizarnéji:

Pozdéji byly podobné piiklady s exponencidlné mnoha kroky objeveny
i pro dalsi pivotovaci pravidla, kromé jiného pro vSechna uvedena zde s vy-
jimkou pravidla NAHODNA HRANA. Mnoho lidi se pokouselo navrhnout pi-
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votovaci pravidlo, pro které by se dalo dokazat, ze pocet kroku simplexové
metody je pfi jeho pouziti vidycky omezen néjakou polynomidlni funkci m
a n, ale nikomu se to zatim nepodatilo. Nejlepsi zndmy vysledek v tomto
sméru je jisté pravdépodobnostni pivotovaci pravidlo (jiné nez NAHODNA
HRANA), pro néz je pro kazdou vstupni tGlohu primérny pocet krokd ome-

zen funkci e“V712" kde C je jista nevelka konstanta. To je podstatné lepsi
nez tieba 2™, ale zase mnohem horsi nez polynomialni funkce.

Moc dobry odhad neni znam dokonce ani pro nejchytfejsi mozné pivo-
tovaci pravidlo, fikejme mu ,vSevédovo pravidlo“, které by vzdycky vybralo
vibec nejkratsi moznou posloupnost pivotovacich kroka vedouci k optimél-
nimu feSeni. Takzvand Hirschova domnénka, jeden ze slavnych otevienych
matematickych problémi, pravi, ze vSevédovu pravidlu vzdycky staci fadoveé
nejvys n pivotovacich kroku, ale nejlepsi znamy vysledek v tom sméru dava
horni odhad jen n'™" ™. To je lepsi nez zminéné V™™™, ale horsi nez kazda
polynomialni funkce n, a opravdové pivotovaci pravidlo to nedavéa, protoze
nikdo nevi, jak vSevédova rozhodnuti simulovat néjakym algoritmem.

Navzdory Klee-Mintyho krychli a podobnym naschvalnym piikladim se
simplexova metoda tispésné pouziva. Pozoruhodné teoretické vysledky nazna-
Cuji, Ze zminéné naschvalné priklady jsou opravdu vzacné. Vi se napriklad, ze
vygenerujeme-li llohu linedrniho programovani v rovnicovém tvaru vhodnym
(pfesné definovanym) zpisobem nahodné, potom poéet pivotovacich kroku je
s velkou pravdépodobnosti fadové nejvys m?2. Jing, nedavny vysledek pravi,
ze zacneme-li s libovolnou vstupni tlohou a potom jeji koeficienty o trochu
pozménime, a to ndhodné, potom na vysledné tloze bude pocet kroki simple-
xové metody s velkou pravdépodobnosti polynomidlni (konkrétni odhad na
ten polynom zdvisi na tom, jak specifikujeme ono ,trochu“). Pfesn4 formulace
téchto dvou vysledkt vyzaduje fadu technickych pojmi, které zde nechceme
zavadét, a tudiz si ji odpustime.

5.8 Shrnuti

Pro ptehlednost celou simplexovou metodu jesté znovu sepiSeme.

Algoritmus SIMPLEXOVA METODA

1. Preved vstupni tlohu na rovnicovy tvar
maximalizovat ¢Tx za podminek Ax=bax>0

s n proménnymi a m rovnicemi, kde A mé hodnost m.

2. Neni-li k dispozici néjakd pripustné baze, zafid b > 0 a vyTes simple-
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xovou metodou pomocnou tlohu

maximalizovat  —(Zp41 + Tnt2 + -+ Tntm)
za podminek Ax=Db
%> 0,
kde %41 8% Tpym jsou pomocné proménné, X = (L1,...,Tptm) &

A = (A|I,). Vyjde-li maximum zaporné, je pivodni tloha nepii-
pustnd, konec. Jinak je prvnich n slozek optimalniho Feseni bazickym
pripustnym Fesenim ptvodni dlohy (viz sekce 5.6).

. Pro pfipustnou bazi B C {1,2,...,n} sestav simplexovou tabulku
tvaru
xg = p + @Qxn
z = 2zy -+ rTxN.

. Jestlize v simplexové tabulce plati r < 0, vrat optimélni feSeni (p
udévé jeho bazické slozky, nebazické jsou 0), konec.

. Jinak vyber wvstupujici proménnou x,, jejiz koeficient ve vektoru r je
kladny. Je-1i vic moznosti, pouzij nékterého pivotovaciho pravidla, viz
sekce 5.7.

. Jestlize je sloupec vstupujici proménné x, v tabulce cely nezaporny,
je uloha neomezenéa, konec.

. Jinak vyber wvystupujici proménnou x,. Prober viechny fadky sim-
plexové tabulky, v nichZ je koeficient u x, zdporny, a v kazdém z nich
vydél slozku vektoru p tim koeficientem a zmén znaménko. Radek
vystupujici proménné z,, je takovy, v némz je tento podil miniméalni
(je-li vic moznosti, rozhodni se podle pivotovaciho pravidla, pfipadné
libovolné, kdyZ to pivotovaci pravidlo neurcuje).

. Dosavadni pfipustnou béazi B nahrad novou pfipustnou bazi (B \
{u})U{v}. Aktualizuj také simplexovou tabulku tak, aby odpovidala
této nové bazi (viz sekce 5.6). Vrat se na krok 4.
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Dualita linearniho programovani

6.1 Véta o dualité

vvvvvv

programovani.
Podivejme se na tlohu

maximalizovat 2x7 + 3o

za podminek 41 + 8xo
2r1 + @2
3r1 + 2o
z1,22 > 0.

IAIAIA

12

w

(6.1)

Aniz bychom hledali optimum, z prvni nerovnice a podminek nezapornosti
miuzeme hned usoudit, ze maximalni hodnota tc¢elové funkce neni vétsi nez

12, protoze pro nezaporna x; a xo vidycky mame

211 + 3x9 < 4z + 8xg < 12.

Lepsi horni odhad dostaneme, kdyz prvni nerovnici napied vydélime dvéma:

2x1 4+ 310 < 221 + 429 < 6.

A jesté lepsi, kdyZ k prvni rovnici pfi¢teme druhou a vydélime t¥emi, coz

vede k nerovnosti

1
221 + 3y = 5(4331 + 8z + 211 + x2) <

tudiz Gcelova funkce nemiize byt vétsi nez 5.

W =

(12+3) =5,
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Jak dobry odhad miZeme takto dostat? A co znamend ,takto“? Za-
¢néme druhou otazkou: Snazime se z omezujicich podminek odvodit nerov-
nici tvaru

dix1 + doze < h,

kde dy > 2, ds > 3 a h je co nejmensi. Pak totiz muzeme prohlésit, Ze pro
vSechna x1,z2 > 0 plati

2x1 + 322 < di1x1 + doxe < h,

a tedy h je horni odhad na maximum tcéelové funkce. Jak mtzeme takové
nerovnice odvozovat? TTi nerovnice dané v tloze zkombinujeme s néjakymi
nezdpornymi koeficienty y1,y2,ys (nezdpornost je potieba proto, aby se
neobratil smér nerovnosti). Dostédvame

(4y1 + 2y2 + 3y3)z1 + (By1 + y2 + 2y3)wa < 12y; + 3yo + 4ys,

a tudiz dy = 4y1 + 2y + 3ys, d2 = 8y1 + y2 + 2ys a h = 12y1 + 3y2 + 4ys.
Jak volit koeficienty y1, y2, y3 co nejlépe? Musime mit dy > 2, ds > 3 a
pritom dostat h co nejmensi. To je zase uloha linearniho programovani:

minimalizovat 12y; + 3ys + 4y
za podminek 4y + 2y2 + 3ys3
8y1 + Y2 + 2y3

Y1,Y2,y3 > 0.

VIV
W N

Jmenuje se dudlni iloha k tloze (6.1), s niz jsme zacali. Dudlni uloha
zde ,hlida“ ptvodni tlohu shora, v tom smyslu, Ze kazdé pripustné fe-
Seni (y1,y2,ys) dudlni tlohy dava jisty horni odhad na maximum téelové
funkce v (6.1).

Jak dobie hlida? Dokonale! Optimélni feSeni dudlni tllohy jey = (%, 0, i)
s hodnotou tcelové funkce 4,75, a to je i optimalni hodnota ulohy (6.1),
které se nabyva pro x = (3, 2).

Obsahem véty o dualité je, Ze dudlni tloha vZdycky hlidd dokonale.
Zopakujme vyse uvedené tvahy obecné pro tlohu tvaru

maximalizovat ¢’ x za podminek A x <b ax > 0, P)

kde A je matice s m fadky a n sloupci. Snazime se zkombinovat m nerovnic
soustavy Ax < b pomoci nezapornych koeficientu y1,ys, ..., ym tak, aby
vysledna nerovnice méla j-ty koeficient asponi ¢;, j = 1,2,...,n, a pfitom
aby prava strana byla co nejmensi. To vede k dualni tloze

minimalizovat b’y za podminek ATy > cay >0, (D)
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kdo neveéri, muze si to rozepsat do slozek. V této souvislosti se o ptivodni
uloze (P) mluvi jako o primarni tloze.
Ze zpusobu, jak jsme tlohu (D) vyrobili, plyne:

6.1.1 Tvrzeni. Kazdé pripustné feSeniy dudlni ilohy (D) ddvd horni od-
had na maximum tcelové funkce v tloze (P). Jinak feceno, pro kazdé pii-
pustné Feseni x tilohy (P) a kazdé piipustné feseni y tlohy (D) plati

cT'x < bTy.

Specialné, je-li (P) neomezend, musi (D) byt nepfipustnd, a je-li (D) neo-
mezend, pak je nepiipustna (P).

Tomuto tvrzeni se zpravidla Fika slabd véta o dualité, slaba proto, ze
vyjadiuje jen ono hlidani lohy (P) tlohou (D), a nemluvi o jeho dokona-
losti. Tu vyjadfuje aZ véta o dualité bez piivlastki (nékdy téz zvand silnd
véta o dualite).

Véta o dualité linearniho programovani
Pro tdlohy

maximalizovat ¢ x za podminek Ax <b ax >0 (P)

minimalizovat b’y za podminek ATy >cay >0 (D)
nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
1. Ani (P), ani (D) nem4 p¥ipustné feSeni.
2. (P) je neomezena a (D) nem4 piipustné feseni.
3. (P) nemad pfipustné feseni a (D) je neomezena.

4. Jak (P), tak (D) maji piipustné Feseni. Pak existuje optimalni
FeSeni x* tlohy (P) a optimalni feSeni y* tlohy (D) a plati

cI'x* =bly*.

To jest, maximum (P) je rovno minimu (D).

Na prvni pohled mize véta o dualité vypadat slozité. Pro jeji lepsi po-
chopeni muze byt uzitecné zacit specidlnim pripadem, zvanym Farkasovo
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lemma, které probereme v ¢asti 6.4. Tato jednodussi véta mé nékolik po-
o dualité.

Dokazovani véty o dualité, jimz se budeme zabyvat v sekcich 6.3 a 6.4,
da trochu prace, na rozdil od slabé véty o dualité, ktera je pri spravném
pristupu snadna.

Hlavni tvrzeni véty o dualité spoéivé v rovnosti cTx* = bTy* pro &tvrtou
z moznych situaci, tj. kdyz jak (P) tak (D) jsou p¥ipustné.

Ponévadz tloha linearniho programovani mutze byt bud pfipustnéd a ome-
zené, nebo pripustnd a neomezend, nebo nepfipustnd, mame 3 moznosti pro
(P) a 3 moznosti pro (D). To na prvni pohled davé 9 moznych kombinaci pro
(P) a (D). TFi moznosti, ,(P) neomezena a (D) pfipustnd omezend®, ,(P) ne-
omezend a (D) neomezend“ a ,,(P) pfipustnd omezena a (D) neomezend®, jsou
vylouceny slabou vétou o dualité. V dikazu (silné) véty o dualité vylouéime
moznosti ,,(P) pfipustnd omezend a (D) nepfipustna“ a ,,(P) nepfipustna a
(D) pfipustna omezena®“. Zbyvaji tak ¢tyfi piipady uvedené ve vété o dualité,
a vSechny ¢tyfi se mohou skutecné vyskytnout.

Jesté jednou pripustnost versus optimalita. V kapitole 1 jsme po-
znamenali, Ze nalezeni pripustného feSeni obecné tlohy linearniho progra-
movani je vypocetné stejné obtizné, jako nalezeni optima. Tam jsme to
struéné zdivodnili pomoci bindrniho vyhledavani. Véta o dualité posky-
tuje mnohem elegantnéjsi argument. Uloha (P) méa optimalni feseni, prave
kdyz ma pfipustné feseni uloha, vznikld kombinaci omezujicich podminek
z (P), omezujicich podminek z (D) a nerovnosti mezi t¢elovymi funkcemi:

maximalizovat c¢Tx

za podminek Ax <b
ATy > ¢
cI'x >bly
x>0,y>0

(na ucelové funkci nezdlezi a proménné jsou x1,...,Tn, Y1, ..., Ym). Navic
pro kazdé pfipustné feseni (X,¥) je X optimalnim FeSenim tlohy (P).

6.2 Dualizace pro kazdého

Véta o dualité plati pro kazdou tlohu lineadrniho programovani, jenom se
musi k dané tloze spravné vytvorit tloha dualni. To se da délat tak, ze
se dana tloha nejdfiv pfevede na specidlni tvar (P) pomoci trikli zminé-
nych v sekcich 1.1 a 4.1, a pak je dudlni uloha tvaru (D). Ten miZeme
mnohdy jesté zjednodusit, napfiklad lze nahradit rozdil dvou nezapornych
proménnych jednou proménnou neomezenou.
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Jednodussi, nez to délat vzdy znovu, je Fidit se nasledujicim receptem
(jeho# spravnost se dokazuje pravé popsanym postupem). Reknéme, Ze pri-
marni tloha ma proménné x1, s, ..., T,, z nichz nékteré jsou nezaporné,
nékteré nekladné a nékteré neomezené. Omezujici podminky necht jsou
P, Py, ..., Py, kde P; je tvaru

ai1T1 + @222 + - + AinTp

IV A
&

M4 se mazimalizovat c'x.

Potom dudlni tloha mé proménné yi,ys, . . ., Ym, kde y; odpovidd ome-
zujici podmince P; a spliuje

yi >0

y; <0 » pokud v podmince P; je
yi €R

IINAVARVAN

Omezujici podminky dudlni tlohy jsou Q1,Q2,...,Qn, kde Q; odpovida
proménné x; a zni

&€ 2 0
c¢; pokud z; spliuje < z; <0
Tj € R

a1Y1 + a25y2 + -+ AmjiYm

[IVANAYS

Ucelova funkce je bTy a méa se minimalizovat.

Vsimnéte si, Ze v prvni ¢asti receptu (od primarnich omezeni k dudlnim
proménnym) se nerovnosti obraceji, zatimco ve druhé ¢dsti (od primérnich
proménnych k dudlnim omezenim) je smér zachovan.
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Recept na dualizaci

Primérni uloha Duélni aloha
proménné T1,T2,...,Tn Y1, Y25 - -, Ym
matice A AT
pravé strany b c
ucelova funkce max c’x min by
nerovnosti z; >0 j-té omezeni ma >

z; <0 <

T cR =
i-té omezeni ma > ¥ <0
< yi >0
= yi ER

Chceme-li dualizovat minimalizacni tlohu, mizeme napred prejit k G-
loze maximaliza¢ni zménou znaménka tcelové funkce a pak pracovat podle
receptu.

Tak se také da zjistit, ze pravidla funguji symetricky ,tam“ a ,po-
zpatku“. Tim minime, Ze vyjdeme-li z néjaké tlohy linedrniho programo-
vani, zkonstruujeme tulohu dudlni, a k ni zase tlohu dudalni, dostaneme
zpatky pivodni (primérni) tlohu. Specialné, tlohy (P) a (D) v nasi formu-
laci véty o dualité jsou navzdjem dudini. Takze jind moznost, jak dualizovat
minimaliza¢ni tlohu, je povazovat ji za tlohu dualni a pouzit recept v ob-
raceném smeéru.

Fyzikalni interpretace duality. Méjme tlohu
maximalizovat ¢’ x za podminek Ax < b.
Podle dualizovaciho receptu zni dualni tloha
minimalizovat bTy za podminek ATy =cay > 0.
Predpokladdejme, Ze priméarni iloha je pfipustnd a omezend a necht n = 3.
Na x se divame jako na bod ve tfidimenzionalnim prostoru a c interpretujme
jako vektor gravitace, sméruje tedy doli.

Kazda z nerovnic soustavy Ax < b urcuje poloprostor. Prunik onéch
poloprostori je neprazdny konvexni mnohostén omezeny zdola. Kazda jeho
(dvoudimenziondlni) sténa je ddna nékterou z rovnic alx = b;, kde vektory
aj,as,...,an jsou radky matice A, interpretované oviem jako sloupcové vek-
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tory (pfitom ovSem ne kazdé nerovnici soustavy Ax < b musi odpovidat
sténa). Ozna¢me takovou sténu .S;.

Predstavme si, ze hranice mnohosténu je z tvrdého papiru a Ze nékde
uvnitf mnohosténu upustime malinkou kulicku. Ta spadne a skutdli se do
nejdolejsiho vrcholu (nebo mozné zistane na vodorovné hrané ¢éi sténé). Vy-
slednou polohu kulicky ozna¢me x*, ¢ili x* je optimélni Feseni ptivodni tlohy.
V této stabilni poloze se kulicka dotyka nékolika stén, typicky 3. Bud D mno-
zina takovych i, Ze kulicka se dotyka stény S;. Pro i € D tedy méame

a; x* =b;. (6.6)

Na kuli¢ku pusobi gravitace silou F, amérnou vektoru c. Gravitaéni sila
se rozklada na sily, jimiz kulicka ptsobi na stény, kterych se dotyka. Sila F;,
kterou kulic¢ka pusobi na sténu S;, je kolmé k S; a sméfuje ven z mnohosténu
(zanedbavame-li tfeni), viz schématicky dvoudimenzionalni obrazek:

Si S’i

Sily piisobici na kulicku jsou v rovnovéze, a proto F = . F;. Normala
stény S; smérem ven z mnohosténu je a;, ¢ili F; je umérné a;, a tedy pro
néjaka nezdpornd ¢isla y; dostdvame

nyai =c.

€D

Definujeme-li y; = 0 pro ¢ ¢ D, mlZeme psat » ;- y;a; = ¢, v maticovém
zapisu ATy* = c. Tedy y* je piipustné feseni dudlni tlohy.

Podivejme se na souéin (y*)? (Ax* —b). Pro i € D je i-t4 slozka y* rovna
0, a pro i € D je nulova i-t4 slozka Ax™ — b podle (6.6). Takze souéin je 0 a
odtud (y*)Tb = (y")TAx* = cTx".

Vidime, ze x* je optimalni feSeni primarni tlohy, y* je pfipustné feseni du-
aln{ tlohy a plati cTx* = bTy*. Podle slabé véty o dualité je y* té2 optimalni
feSeni dudlni tlohy a mame situaci presné jako ve vété o dualité. Specialni
tfidimenzionélni pfipad véty o dualité jsme pravé ,fyzikalné nahlédli“.

Poznamenejme, ze dualni tloha méa také interpretaci ekonomickou. Du-
alnim proménnym se v ni tikd stinové ceny a zajemce ji najde naptiklad
v Chvéatalové ucebnici citované v kapitole 8.
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6.3 Dukaz véty o dualité ze simplexové metody

Véta o dualité linearniho programovani se d4 pomérné rychle odvodit ze
spravnosti simplexové metody: ze zavérecné tabulky jde totiz dostat nejen
optimalni feSeni ptivodni tlohy, ale i optiméalni feseni tilohy dudlni.

Pro nas to ma jeden hacek — sice jsme popsali, jak se da v simplexové
metodé zabranit zacykleni (Blandovym pravidlem nebo symbolickymi per-
turbacemi), ale pro ani jeden z téchto p¥istupt jsme koneénost simplexové
metody nedokézali a nebudeme to délat ani tady. Tento oddil tedy do-
kazuje vétu o dualité pro ty, kdo uvérili, ze zacykleni simplexové metody
lze vzdycky vyloucit (néktery z diikazli obsahuje témét kazdd rozsahlejsi
ucebnice linedrniho programovani).

Pfesnéji feceno, dokazeme toto:

Je-li primarni dloha (P) pripustnd a omezend, pak dudlni iloha
(D) je také pfipustnd a omezend a md stejnou optimdlni hod-
notu ucelové funkce jako (P).

Ponévadz (P) je duélni tlohou k dloze (D), miZzeme v uvedeném tvrzeni

role (P) a (D) zaménit. To spolu s ivahami uvedenymi za vétou o dualité

(o moZnych kombinacich, které mohou pro (P) a (D) nastat) vétu dokazuje.
Uvazme primarni ilohu

maximalizovat ¢ x za podminek Ax < b a x > 0. (P)

Pfevodem na rovnicovy tvar zavedenim pomocnych proménnych x, 1 az
ZTp4m vznikne tloha

maximalizovat ¢” X za podminek AX =b a x >0,

kde X = (T1,.--,Tntm), € = (C1,---,¢n,0,...,0) a A = (A|L,). Jeli
posledné uvedena tloha pripustnd a omezend, simplexova metoda najde
néjaké optimalni feSeni X*, které odpovida néjaké pripustné bazi B. Prv-
nich n slozek vektoru X* tvoii optimalni feSeni x* tlohy (P). Podle kriteria
optimality plati v z&vérecné simplexové tabulce T (B) nerovnost r < 0.
Tvrzeni, které se snazime dokazat, pak uz ihned plyne z nasledujiciho lem-
matu.

6.3.1 Lemma. V popsané situaci je vektor y* = (égflgl)T piipustnym
fesenim duélni tlohy (D) a splituje rovnost ¢’ x* = bly* jako ve vété
o dualité.

Dikaz. Podle lemmatu 5.5.1 je X* dano vztahy Xp = flglb axy =0,
takze
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Rovnost ¢”'x* = bTy* plati a zbjva ovéfit piipustnost y*, neboli ATy* > ¢
ay*>0.

Podminka y* > 0 se da prepsat jako I,,y* > 0, a z toho je vidét, ze
obé podminky dohromady jsou ekvivalentni podmince

ATy* > e (6.8)

Leva strana po dosazeni za y* dava AT (e AT = (€5 A5 A)T. Oznacme
tento (n + m)-slozkovy vektor w. Pro jeho bézické slozky mame

wWp = (EEABIAB)T = (ég[m)T = Cp,

takze pro bazické slozky plati v (6.8) dokonce rovnost. Pro nebazické slozky
mame o
WN = (égAglAN)T =Cy —T > Cyp,

protoze r = &V — (EEAEIAN)T podle lemmatu 5.5.1 a r < 0 podle kritéria
optimality. Takovéto kouzleni se simplexovou metodou dokazuje lemma a
tim i vétu o dualité. O

6.4 Dukaz véty o dualité z Farkasova lemmatu

Jiny pfistup k vété o dualité linedrniho programovani je dokazat napied
zjednodusenou verzi, zvanou Farkasovo lemma (vyslovuje se Farkasovo), a
potom vétu odvodit dosazenim Sikovné poskladané matice do onoho lem-
matu. Pékné na tom je, ze Farkasovo lemma ma nazornou geometrickou
interpretaci.

6.4.1 Tvrzeni (Farkasovo lemma). Bud A libovoln4 realné matice s m
fadky a n sloupci a bud'b € R™ libovolny vektor. Pak nastane pravé jedna
z nasledujicich dvou moznosti:

(F1) Soustava Ax = b m4 nezaporné resen.
(F2) Existuje vektor y € R™ takovy, ze y’ A > 07 a pritom y'b < 0.

Je snadno vidét, ze nemohou nastat obé moznosti zaroven. Vektor y
jako v (F2) totiz urc¢uje linedrni kombinaci rovnic dosvédéujici, ze Ax =
b Zadné nezaporné reseni mit nemuze: vSechny koeficienty na levé strané
této linearni kombinace jsou nezaporné, a pritom prava strana je zaporna.
Napriklad pro soustavu

X1 — 21,‘2 = 3
—x1 4+ 4xy = =5
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mizeme vzit y = (3, 2). Se¢teme-li trojndsobek prvni rovnice a dvojnasobek
druhé, dostaneme rovnici x; 4+ 222 = —1, kterd nezapornymi ¢isly zjevné
splnitelna neni.

Abychom mohli na Farkasovo lemma nahliZet geometricky, potfebujeme
pojem konvexniho obalu (viz sekce 4.3). Dale pro vektory aj,as,...,a, €
R™ definujeme konvexni kuZel jimi generovany jako mnozinu vech jejich
nezapornych linearnich kombinaci, tj.

{tlal +toag + - +tpay, 1 t1,la, ...,y = 0}

Jingmi slovy, tento konvexni kuzel je konvexni obal polopfimek
P1,D2,---,Pn, kde p; = {ta; : t > 0} vychdzi z pocatku a prochazi bo-
dem a;.

6.4.2 Tvrzeni (Farkasovo lemma geometricky). Mé&jme libovolné
vektory aj,as,...,a,,b € R™. Pak nastane pravé jedna z nasledujicich
dvou moznosti:

(F1') Bod b lezi v konvexnim kuzelu C' generovaném ap,ag, ..., a,.
(F2') Existuje nadrovina h prochdzejici bodem 0, tvaru
h={xeR™:y'x=0}
pro néjaké y € R™, takovd Ze vSechny vektory aj,as,...,a, (a tedy

i cely kuzel C) lezi na jedné jeji strané, tj. y a; > 0 pro vSechna
i=1,2,...,n, ab lezi na strané druhé (ostie), tj. y’'b < 0.

Obrazek ilustruje obé moznosti prom =2 an = 3:
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Abychom vidéli, ze obé& verze znamenaji totéz, staci vzit za a;, as, ..., a,
sloupce matice A. Existenci nezdporného feSeni soustavy Ax = b miZeme
pfepsat jako b = z1a; + 2082 + -+ + zpa,, T1,T2,..., 2, > 0, a to je
pfesné totéz jako b € C. To, ze (F2) a (F2') znamenaji totéz, snad uz dalsi
vysvétleni nepotiebuje.

Dukazia Farkasova lemmatu je znamo fada typt. Jeden z nich, vyu-
zivajici elementarnich prostfedktt matematické analyzy a svym zptisobem
nejprirozenéjsi, ukdzeme v nasledujicim oddilu.

K dikazu véty o dualité si napted poridime vhodnéjsi variantu Farka-
sova lemmatu pro soustavu nerovnic, trikem natrénovanym z prevodu na
rovnicovy tvar.

6.4.3 Lemma (Farkasovo lemma, varianta). Soustava nerovnic Ax <
b ma nezéporné redeni x, pravé kdyz kazdé nezaporné y, pronézyT A > 07,
splituje také y'b > 0.

Duikaz. Je-li ddna matice A typu m x n, utvoime matici A = (A|l,,).
Potom Ax < b ma neziporné feseni, pravé kdyz A X = b ma neziporné fe-
Seni. Posledné jmenované je podle Farkasova lemmatu (tvrzeni 6.4.1) ekvi-
valentni podmince, ze kazdé y, pro néz y’ A > 07, spliiuje také y’b > 0.
A koneéné yT A > 07 tika piesné totéz jako y'A > 07 a 'y > 0, takze
dohromady méame pozadovanou ekvivalenci. O
Dukaz véty o dualité. Piedpokladejme, Ze primérni tloha (P) mé opti-
mélni feSeni x*. Dokdzeme, ze (D) mé optimalni feSeni, jehoz hodnota se
rovna optimélni hodnoté pro (P).
Bud v = ¢?x* optimalni hodnota (P). TudiZ systém nerovnic

Ax <b, cT'x >~y (6.9)
mé nezaporné Teseni, kdezto pro libovolné € > 0 systém
Ax<b, cIx>~v+e¢ (6.10)

74dné nezdporné feSeni nemd. Definujeme (m-+1)xn matici A a vektor

b, € R™:
A A - b
() ()

Pak (6.9) je ekvivalentni Ax < by a (6.10) je ekvivalentni Ax < b..

Pouzijeme lemma 6.4.3. Pro € > 0 systém Ax < b, nezédporné feseni
nemé, takze existuje nezdporny vektor y = (u, z) € R™*!, pro n&jz y7 A >
07, ale yTBE < 0. Tyto podminky muzeme pfepsat na

ATu > ze', bTu< 2(y +e). (6.11)
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Pouzitim Farkasova lemmatu na piipad e = 0 (kdy systém mé neziporné
feSeni) vidime, Ze pravé zavedeny vektor y musi spliiovat yTBO >0, coz je
totéz jako

bTu > 2.
Musi platit z > 0, protoZe z = 0 by protifeéilo ostré nerovnosti v (6.11).
Pak miZeme polozit v := %u >0, az (6.11) dostaneme

ATv > ! blv <y +e.

To znamend, Ze v je piipustné feSeni dudlni tlohy (D) s hodnotou téelové
funkce mensi nez y+¢. Tuto tvahu mizeme udélat pro libovolné malé € > 0,
a proto optimélni hodnota (D) musi byt pfesné v. Podle véty 4.2.3 se tato
hodnota nabyva pro néjaké pripustné feseni y*. Diikaz véty o dualité je
hotov. O

6.5 Dukaz Farkasova lemmatu

V tomto oddilu dokdzeme geometrickou verzi Farkasova lemmatu (tvr-
zeni 6.4.2) pomoci elementirni geometrie a analyzy. Jsou dany vektory
aj,...,a, v R™. Nechf C je jimi generovany konvexni kuzel, tj. mnozina
vSech jejich linedrnich kombinaci s nezdpornymi koeficienty. Dokézat Farka-
sovo lemma znamena ukézat, ze pro kazdy vektor b ¢ C' existuje nadrovina
oddélujici tento vektor od C', ktera prochéazi poc¢atkem 0. Jinak feceno, po-
tfebujeme nalézt vektor y € R™, pro ktery plati y’b < 0 a y'x > 0 pro
vSechna x € C.

Zakladni schéma dikazu je jednoduché. Zvolime z jako bod z C' lezici
nejbliz k b (méfime euklidovskou vzdélenost) a ovéfime, ze vektory = z—b
vyhovuje nasim pozadavkam, viz obrazek:

C

Hlavni technickou c¢asti dukazu je ukézat, ze takovy nejblizsi bod z
opravdu existuje. V principu by se skutecné mohlo stat, ze zddny bod neni
nejblizsi (takova situace nastava napiiklad pro bod 0 na realné ose a ote-
vieny interval (1,2), protoZe interval obsahuje body, jejichz vzdalenost k 0
je libovolné blizka 1, ale zédny bod se vzdélenosti presné 1).
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6.5.1 Lemma. Necht' C je konvexni kuzel vIR™ generovany kone¢né mnoha
vektory ay,...,a, a necht b € C je bod. Potom existuje bod z € C, ktery
je k b nejblizsi (takovy bod je pravé jeden, ale to nebudeme potfebovat).

Dukaz tvrzeni 6.4.2 z lemmatu 6.5.1. Jak jsme ohlasili, definujeme
y = z — b, kde z je bod C lezici nejbliz k b. Nejdiiv je potfeba ovérit,
7¢ y'z = 0. Pokud z = 0, je to jasné. Pokud z # 0, tak miZeme za
predpokladu, ze z neni kolmy na y, malicko posunout z podél poloprimky
{tz : t > 0} C C a dostat se jesté bliz k b. Formélnéji, predpokladejme,
7e yI'z > 0 a definujme z’ = (1 — a)z pro n&jaké malé a > 0. Spocitame,
ze |z —b||?> = (y — az)T (y — az) = ||y||? — 2ay’'z + o?||z||?. Pro viechna
dostate¢nd mala o > 0 plati 2ay”z > o?||z]|?, a tudiz i ||z —b||? < ||ly]|* =
|z — b||2. To je ale ve sporu s predpokladem, 7e z je nejblizsi bod. Piipad
y'z < 0 se vyiesi podobné. Tedy vskutku y”z = 0.

Abychom ovéfili y’'b < 0, spocitdime 0 < y'y =y’z —y’b = —y”b.

Dale vezméme x € C, x # z. Uhel /bzx musi mit velikost aspoii 90°,
protoze jinak by body dostatecné blizké k z na tisecce zx lezely k b bliz
nez z, ¢ili (b—2z)7 (x—z) < 0 (avaha je podobna té, jiz jsme vyse ovérovali
y1'z = 0 a formaln{ ovéfeni ponechame ¢tenéii). Tudiz 0 > (b—z)T (x—2z) =
—yTx 4+ yTz = —y"x a Farkasovo lemma je dokéazano. O

Zbyva dokazat lemma 6.5.1. Diikaz rozdélime do nékolika krokt, které
jsou zajimavymi tvrzenicky samy o sobé.

6.5.2 Lemma. Necht X C R™ je neprazdnd uzaviend mnozina a b € R™
je bod. Potom v X existuje (alespoii jeden) bod s nejmensi vzdélenosti k b.

Dukaz. To je jednoduché, ale vyzaduje to zédkladni poznatky o kompakt-
nich mnozinach v R?. Zvolime libovolné xo € X, oznaéime r = ||xo — b||
anechf K = {x € X : ||x—b|| <r}. Zjevné pokud existuje nejblizsi bod
k b v K, je tento bod i nejbliz§im bodem k b v celém X. Vzhledem k tomu,
ze K je prinikem X s uzavienou kouli o poloméru r, je to mnozina uza-
viend a omezend, tedy kompaktni. Definujeme funkci f: K — R predpisem
f(x) = ||x —b||. Potom je f spojita funkce na kompaktni mnoziné a kazda
takova funkce nabyva minima, neboli existuje z € K takové, ze f(z) < f(x)
pro vSechna x € K. Takovy bod z je nejblizsim bodem K k b. O

Takze zbyva dokazat:

6.5.3 Lemma. Kazdy konecné generovany konvexni kuzel je uzavieny.
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Toto lemma neni tak zfejmé, jak by se mohlo na prvni pohled zdat.
Jako vystrazny ptiklad uvazme uzavieny disk D v rovin€, na jehoz hranici
lezi bod 0. Potom kuZel generovany D, neboli mnozina {tx: x € D,t > 0}
sestavd z oteviené poloroviny a bodu 0, a tedy neni uzavieny. To samo-
zFejmé neni s lemmatem ve sporu, jen to ukazuje, Ze je potfeba néjak vyuzit
konecnost.

Zavedeme pojem primitivni kuZel v R™: to je konvexni kuzel generovany
néjakymi k < m linedrné nezavislymi vektory. Nez pristoupime k dikazu
lemmatu 6.5.3, vyfesime nésledujici specialni piipad:

6.5.4 Lemma. Kazdy primitivni kuzel P v R™ je uzavieny.

Dtikaz. Nechtf Py C R” je kuZel generovany vektory e1, ..., ey standardni
béaze R*. Jinak feceno, Py je nezdporny ortant, ktery nepochybné uzavieny
je (napfiklad proto, Ze je prinikem uzavienych poloprostort x; > 0,i =

1,2,...,k).
Necht P C R™ je primitivni kuZzel generovany linedrné nezévislymi
vektory ay,...,ay. Definujeme linedrni zobrazeni f:R*¥ — R™ pfedpisem

f(x) = z1a1 + x2a2 + - - + x,a;. Toto f je diky linedrni nezavislosti a;
prosté a plati P = f(P). Takze stac¢i dokdzat nésledujici tvrzeni: Je-li
f:R¥ — R™ prosté linedrni zobrazeni a Py C R* je uzaviend mnoZina, pak
obraz f(Py) je uzavieny.

Obor hodnot f ozna¢ime L = f(RF). Protoze je f prosté, je to line-
arni izomorfismus mezi R* a L, a existuje tedy inverzni linearni zobrazeni
g=f"1:L — RF. Plati P = g~ !(P). Ponévadz kazdé linearni zobrazeni
euklidovského prostoru je spojité (to se d4 ovétit pomoci maticového zapisu
linedrniho zobrazeni), je i g spojité. Vzor uzaviené mnoziny pfi spojitém
zobrazeni je uzaviend mnozina (zatimco obraz uzaviené mnoziny obecné
uzavieny byt nemusi), takze P je uzaviend podmnozina L. Protoze L je
uzaviend podmnozina R™ (linedrni podprostor), musi byt P uzavieny, jak
jsme chtéli. O

Lemma 6.5.3 je nyni disledkem lemmatu 6.5.4, skutecnosti, ze sjedno-
ceni koneéné mnoha uzavienych mnozin je uzaviené, a nasledujiciho lem-
matu:

6.5.5 Lemma. Necht C je konvexni kuzel vIR™ generovany kone¢né mnoha
vektory ay, ...,a,. Potom se C' da vyjadrit jako sjednoceni kone¢né mnoha
primitivnich kuzeli.

Duikaz. Ovérime, Ze kazdé x € C je obsazeno v primitivnim kuzelu ge-
nerovaném vhodnou linedrné nezavislou podmnozinou vektort a;. Muzeme
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predpoklddat, ze x # 0 (jelikoz {0} je primitivni kuZel generovany prazd-
nou mnozinou vektort).

Necht I C {1,2,...,n} je mnozina nejmensi mozné velikosti takova, Ze
x lezi v konvexnim kuzelu generovaném A; = {a; : i € I} (to je standardni
trik linedrni algebry a konvexni geometrie). Tedy existuji nezdporné koefi-
cienty «y, ¢ € I, takové, 7ze x = Ziel «;a;. Koeficienty «; jsou dokonce
kladné, protoze pokud by nékteré «; bylo 0, mohli bychom ¢ z I vynechat.
Ted potfebujeme dokéizat, Ze mnozina A je linedrné nezavisla. Pro spor
predpokladejme, Ze existuje netrividlni linedrni kombinace Ez‘e ; Bia; = 0,
ve které nejsou vSechna (; rovna 0. Potom existuje realné ¢ takové, ze
v8echny vyrazy «; — tf; jsou nezédporné a alesponi jeden nulovy. (Nejprve
muzeme uvazit pripad, kdy je néjaké §; kladné, zacit s ¢ = 0, postupné ¢
zvétSovat a sledovat, co se stane. Pfipad zdporného (; se fesi podobné, jen
se t bude z po¢ateéni nulové hodnoty zmensovat.) Potom rovnice

X = Z(Oéz — t,@i)ai

el

vyjadiuje x jako linedrni kombinaci méné nez |I| vektord s kladnymi koefi-
cienty. O






7

Nejen simplexova metoda

Pro tlohu linearniho programovani byly postupné navrzeny desitky rtznych
algoritmui. Vétsina z nich se prilis neosvédéila a jen malokteré se ukazaly
jako vazny souper pro simplexovou metodu, algoritmus historicky prvni.
Prinejmensim dvé metody ale v dobé objevu vyvolaly velké vzrusSeni a
urcité stoji za zminku.

Prvni z nich, elipsoidovd metoda, nemtze soutézit se simplexovou me-
todou v praxi, ale ma ohromny vyznam teoreticky. Je to prvni algoritmus
na linedrni programovani, o némz se podafilo dokazat, ze vzdy bézi v po-
lynomidlnim ¢ase (coZ se o simplexové metodé neumi dodnes a pro mnoho
jejich variant to ani neplati).

Druha je metoda vnitrniho bodu, nebo spise bychom méli fikat metody
vnitfniho bodu, protoze je to cela skupina algoritmii. Pro nékteré z nich byl
také dokazan polynomialni odhad na dobu béhu, ale navic tyto algoritmy
dnes v praxi soutézi se simplexovou metodou velmi uspésné. Zda se, ze
pro nékteré typy uloh je lepsi simplexova metoda, pro jiné zase metody
vnitiniho bodu.

Poznamenejme jesté, ze pro linedrni programovani se pouziva i nékolik
dalsich algoritmt pfibuznych simplexové metodé. Dudlni simplexovd metoda
se d& zhruba popsat jako simplexovd metoda aplikovand na duélni tlohu,
ale detaily organizace vypoctu, které jsou v praxi klicové pro rychlost algo-
ritmu, jsou ponékud jiné. Dualni simplexova metoda se zvlast hodi pro tlohy
v rovnicovém tvaru, které maji n — m podstatné mensi nez m.

Primdrné-dudlni metoda podobné jako dualni simplexova metoda pie-
chazi mezi pripustnymi reSenimi dualni ulohy, ale nedéla pivotovaci kroky,
nybrz v kazdém kroku fesi jistou pomocnou tulohu, odvozenou z tlohy pri-
marni. Pro dlohy pochézejici z kombinatorickych optimaliza¢nich problémi
mé pomocnd uloha c¢asto nazorny vyznam a da se reSit kombinatorickymi
prostiedky. Primarné-duédlni metoda je zakladem rady pfibliznych algoritma
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pro vypocetné naro¢né problémy kombinatorické optimalizace.

7.1 Elipsoidova metoda

Elipsoidova metoda byla navrzena kolem roku 1970 jako algoritmus na jisté
nelinedrni optimaliza¢ni problémy. V roce 1979 nastinil v kratkém c¢lanku
Leonid Chacijan, jak se touto metodou da fesit tloha linearniho programo-
vani, a to v polynomidlnim ¢ase. Svétovy tisk kolem toho nadélal senzaci,
protoze novinari vysledek prekroutili a prezentovali jej jako nevidany pri-
lom v praktickych vipocetnich metodach!. Pfitom elipsoidové metoda pro
praxi linedrniho programovani zajimava nikdy nebyla — Chacijaniv objev
byl opravdu velice vyznamny, ale pro teorii vypocetni slozitosti. O dukaz
fesitelnosti tlohy lineadrniho programovani v polynomialnim ¢ase se predtim
lidé marné pokouseli desitky let. Elipsoidova metoda také byla koncepéné
naprosto odlisnéa od predchozich pristupti, coz byly hlavné varianty simple-
xové metody.

Velikost vstupu, polynomialni algoritmy. Abychom mohli pfesnéji
popsat, co se mini polynomidlnim algoritmem na linedrni programovani,
musime napied definovat velikost vstupu pro tlohu linearniho programo-
vani. Zhruba feceno, je to celkovy pocet bitu potfebnych k zapsani vstupu.

Nejdriv definujeme pro celé ¢islo i jeho bitovou velikost jako

(i) = [logy(|i[ + 1)1 + 1,

coz je pocet bitu ve dvojkovém zapisu i véetné znaménka. Pro racionéalni
¢islo r, tj. zlomek r = p/q, bitovou velikost definujeme jako (r) = (p) + (q).

1Pouény citat z vieobecné zajimavého ¢lanku
E. L. Lawler: The Great Mathematical Sputnik of 1979, Math. Intelligencer
2(1980) 191-198:

Zda se, ze clanek v Timesech vyjadroval jistd neotfesitelna presvédcCeni pisatele, Mal-
colma W. Browna. Browne zatelefonoval Georgi Dantzigovi ze Stanfordské Univerzity,
prikopnikovi a autorité v oboru linedrniho programovani, a snazil se ho primét ke vse-
lijakym prohlasenim. Dantzigova verze interview stoji za zopakovani.

»A co problém obchodniho cestujictho?* zeptal se Browne. ,,Pokud né-
jaka souvislost existuje, ja o ni nevim,“ fekl Dantzig. (,,Rusky objev pFinesl
metodu na reSeni problému souvisejicich s takzvanym problémem obchod-
niho cestujiciho,“ napsal Browne.) ,A kryptografie? zeptal se Browne.
»,Pokud né&jaka souvislost existuje, j& o ni nevim,* fekl Dantzig. (,,Muze
ovlivnit i teorii k6d,“ napsal Browne.) ,Je ruskd metoda prakticky pouzi-
telna?“ zeptal se Browne. ,Neni,“ fekl Dantzig. (,Matematikové popisuji
objev ...jako metodu, jiz mohou pocitace nachazet reseni tfidy velmi ob-
tiznych problému, k nimz se dosud pristupovalo metodou pokust a omylu,“
napsal Browne.)
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Pro n-slozkovy vektor v, jehoz slozky jsou racionélni éisla, polozime (v) =
>z (vi), a podobné (A) = 37", 3" (a;;) pro raciondlni matici typu
mxn. Uvazime-li Glohu U linedrniho programovani tfeba ve tvaru

maximalizovat ¢’ x za podminky Ax < b,

a omezime-li se na pfipad, kdy 4, b i ¢ jsou raciondlni (coZ je z vypoéetniho
hlediska predpoklad rozumny), pak bitova velikost tlohy U je (U) = (A) +
(b) + {c).

Rikédme, Ze néjaky algoritmus je polynomialni algoritmus na alohu
linearniho programovéani, pokud existuje mnohoé¢len p(x) takovy, ze al-
goritmus pro kazdou tlohu U linedrniho programovani s racionalnim A, b i
¢ najde spravné feseni v nejvys p((U)) krocich. Kroky se poéitaji v nékte-
rém z obvyklych modelti vypoctu, napiiklad jako kroky Turingova stroje
(vétsinou na konkrétné zvoleném modelu nezdlezi, co je polynomidlni na
jednom modelu, je polynomialni i na vSech ostatnich rozumnjch mode-
lech). Thned zduraznéme, Ze jedna aritmetickd operace se nepoéitd jako
jeden krok! Jako kroky se pocitaji operace s jednotlivymi bity, takze napfti-
klad sec¢teni dvou k-bitovych celych ¢isel vyzaduje fadové k krokd.

Odbo¢me na chvili od linedrniho programovani a uvazme Gaussovu eli-
minaci, dobfe znamy algoritmus na feseni soustavy linearnich rovnic. Pro
soustavu linedrnich rovnic tvaru Ax = b, kde (pro jednoduchost) A je matice
typu nxn a A i b jsou raciondlni, definujeme velikost vstupu pfirozené jako
(A) + (b). Je Gaussova eliminace polynomialni algoritmus? To je zaludnd
otézka! Tento algoritmus sice potiebuje fadové nejvys n® aritmetickych ope-
raci, ale hacek je v tom, Ze v pribéhu vypoc¢tu by se mohly objevit pfilis velké
mezivysledky. Kdyby v pribéhu Gaussovy eliminace vznikla naptiklad celd
¢isla s 2™ bity, coz se pii neSikovné implementaci skuteéné miize stat, vypocet
by potieboval exponencialné mnoho kroki, i kdy# by zahrnoval jen n® aritme-
tickych operaci. (To se ovSem tyka presného vypoctu, kdezto mnohé programy
pocitaji v plovouci ¢arce a ¢isla tudiz pribézné zaokrouhluji. Pak ale neni za-
ruka, Ze vypoctené FeSeni je spravné.) Abychom ¢tenédre zbytecné nestrasili:
vi se, jak Gaussovu eliminaci implementovat v polynomidlnim case. Chtéli
jsme jen poukdzat na to, ze to neni samozfejmé (a ani pfili§ jednoduché), a
upozornit na jeden typ potizi, které mohou pii dokazovani polynomialnosti
algoritmu vzniknout.

Elipsoidova metoda i dalsi algoritmy, jez zminime v sekci 7.2, jsou poly-

nomidalni, kdezto simplexovd metoda s Blandovym pravidlem (ani s fadou

dalsich pivotovacich pravidel) polynomialni neni?.

2To se dokazuje pomoci Klee-Mintyho krychle, viz sekce 5.7, a vyuzije se toho, ze se
n-dimenzionalni Klee-Mintyho krychle da reprezentovat vstupem velikosti polynomialni
v n, coZ je ovSem nutné overit.
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Silné polynomialni algoritmy. Pro algoritmy, jejichz vstup je popsén
souborem celych nebo racionalnich ¢isel, jako jsou napiiklad algoritmy na
linearni programovéani, se kromé poctu elementarnich operaci s jednotlivymi
bity uvazuje i podet aritmetickych operaci (séiténi, od¢itani, ndsobeni, déleni,
umociiovani). To asto dava realisti¢t&jsi obraz o dobé béhu algoritmu na
skuteénych pocitacich, protoze soudobé pocitace vétsinou provadéji zakladni
aritmetické operace jako elementarni krok, tedy pokud operandy nejsou prilis
velkd ¢isla.

Vhodné verze Gaussovy eliminace jednak je polynomialni algoritmus ve
smyslu diskutovaném vyse, a jednak ma pocet aritmetickych operaci omezeny
polynomem, konkrétné polynomem Cn® pro vhodnou konstantu C, kde n je
pocet rovnic soustavy a po¢et neznamych. Rikdme, Ze Gaussova eliminace je
silné polynomialni algoritmus na feSeni soustav linearnich rovnic.

Silné polynomialni algoritmus pro tlohu linedrniho programovani by byl
takovy, ktery by jednak byl polynomialni ve smyslu definovaném pted chvili,
a jednak by pro kazdou tlohu s n proménnymi a m omezenimi nasSel reseni
s pouzitim nejvys p(m + n) aritmetickych operaci, kde p(z) je néjaky pevny
mnohoclen. Ale zadny silné polynomialni algoritmus pro linedrni programo-
véani neni znam.

Elipsoidova metoda neni silné polynomialni. Pro kazdé prirozené ¢islo M
se da najit tloha linearniho programovani s pouhymi 2 proménnymi a 2 ome-
zenimi, pro niz elipsoidovd metoda provede asponn M aritmetickych operaci
(vstup pro takovou tlohu musi ovSem obsahovat ¢isla, jejichZ bitova velikost
roste do nekoneéna pro M jdouci do nekoneéna). Specidlné se pocet aritme-
tickych operaci elipsoidové metody neda omezit zadnym polynomem v m+n.

Elipsoidy. Dvoudimenzionalni elipsoid je elipsa plus jeji vnitiek. Obecny
elipsoid se dé& nejpfirozenéji zavést jako afinni transformace koule. Ozna-
¢ime

B":{XER":XTXSI}

n-dimenzionalni kouli jednotkového poloméru. Pak n-dimenzionalni elip-
soid je kazda mnozina tvaru

E={Mx+s:xe€ B"},

kde M je libovolna regularni matice typu nxn as € R™ je libovolny vektor.
Zobrazeni x — Mx + s je slozenim linedrniho isomorfismu a posunuti. Je
to afinni zobrazeni, piesnéji feeno requldrni afinni zobrazeni R™ — R".

Upravou definice miiZzeme elipsoid popsat nerovnici:

E = {yeR":M *y—-s)eB"}=
= {yeR":(y—-s)' (M Y M (y—s)<1}=
= {yeR":(y—-s)'Q ' (y—s) <1}, (7.1)
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kde jsme oznadili Q = MM?”. Z nauky o maticich se dobie vi, ze takova
Q je pozitivné definitni matice, tj. ¢tvercova symetrickd matice spliiujici
xTQx > 0 pro vsechny nenulové vektory x. Obracené, kazda pozitivné
definitni matice @ se d4 rozlozit jako Q = M M™ pro né&jakou regularni M.
TudiZ alternativni definice elipsoidu je, zZe to je mnozina popsana (7.1) pro
néjakou pozitivné definitni Q.

Geometricky je s stied elipsoidu E. Je-li Q) diagonélni matice a s = 0,
dostavame elipsoid v 0sové poloze, tvaru

{yeRn.£+y_§+...+£<1}
qi1 Qo2 Gnn ’

osy elipsoidu jsou pak rovnobézné s osami souadnic. Cisla \/qi1, \/G22,- - - »
/Gnn jsou délky poloos elipsoidu F, coz by mélo znit povédomé tém, kdo

jsou zvykli na rovnici elipsy ve tvaru 2—2 + Z—j = 1. Z teorie vlastnich ¢isel je
znamo, ze kazdéa pozitivné definitni matice @) se da prevést na diagonalni
tvar ortogonalni zménou baze, tj. existuje ortogonalni matice T tak, ze
TQT ! je diagonalni, s vlastnimi &sly Q na diagonale. Geometricky je T'
otoceni soustavy soufadnic, které privede elipsoid do osové polohy.

Lev na Sahaie. Jedna z tradi¢nich matematickych anekdot dava navod,
jak lovit lva na Sahatfe. Oplotime Saharu, dalsim plotem ji rozdélime na
polovinu, a najdeme jednu polovinu, ve které lev neni. Druhou polovinu
pak rozptlime dalsim plotem, a tak pokracujeme, az uz bude oploceny
kousek tak maly, Ze se v ném lev nemuze hybat a je uloveny, anebo kdyz
tam zadny lev neni, dokazali jsme, Ze nebyl ani na celé Sahare. I kdyz
o kvalitach navodu lze diskutovat, pro nas je podstatné, ze dava pomeérné
dobry popis elipsoidové metody. Ve skuteéné elipsoidové metodé€ se ale trva
na tom, aby momentalné oploceny kousek byl vzdy tvaru elipsoidu, i za
cenu toho, ze lev se nékdy miize vracet na mista, odkud byl uz dfiv vyhnan
— zarudl se jen, zZe plocha jeho tizemi se stile zmensuje.

Elipsoidova metoda nefesi primo tlohu linedrniho programovani, nybrz
soustavu linedrnich nerovnic Ax < b. Jak ale vime, tloha linedrniho pro-
gramovani se da na tento problém pievést, viz sekci 6.1. Pro jednodussi
vysvétleni budeme navic predpokladat, Ze se uvedeny problém fesi za na-
sledujicich zmékcenych podminek:

Zmé&kéena uloha. Spolu s matici A a vektorem b jsou dana ¢isla R >
¢ > 0. Pfedpoklddd se, ze mnozina P = {x € R" : Ax < b} je obsaZena
v kouli B(0, R) se stiedem v 0 o poloméru R. Jestlize P obsahuje né&jakou
kouli o poloméru e, musi algoritmus vratit néjaky body € P. Jestlize ale P
zadnou kouli o poloméru e neobsahuje, miize algoritmus vratit bud néjaky
bod y € P, nebo odpovéd NEMA RESENL
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Koule B(0, R) tedy hraje roli Sahary a predpokladdme Ze lev, pokud je
pfitomen, je velky aspor e. Je-li na Sahafe jen mensi lev, mizeme ho také
ulovit, ale nemusime.

Za téchto predpokladiu vytvari elipsoidova metoda posloupnost elipso-
ida Ey, F1,...,E, kde P C E}, pro kazdé k, takto:

1. Poloz k =0 a Ey = B(0, R).

2. Nechf elipsoid Ej je tvaru By = {y € R" : (y—s;)TQ; (y—si) < 1}.
Pokud si spliiuje vSechny nerovnice soustavy Ax < b, vrat s; jako
feseni, konec.

3. Jinak zvol n&jakou nerovnici soustavy, kterou s, porusuje; necht je
to i-t4 nerovnice, tj. mdme als; > b;. Definuj Ex.; jako elipsoid
nejmensiho mozného objemu, ktery obsahuje ,pilelipsoid“ Hy = ErN
{x € R":al'x < al's;}, viz obrdzek:

T
a; x < a;sg

4. Je-li objem Ej,; mensi nez objem koule o poloméru e, vrat NEMA
RESENI, konec. Jinak zvétsi k o 1 a pokracuj krokem 2.

Ozna¢me Hj, prunik elipsoidu Ej s poloprostorem {z € R" : a;x < b;}
definovanym i-tou nerovnici soustavy. Jestlize P C Ej, potom téz P C Hj,
a tim spis i P C Hy. Proc se za Fj1 bere nejmensi elipsoid obsahujici Hy,
misto aby se vzal nejmengi elipsoid obsahujici H,? Cisté proto, aby vzorce
definujici Ej1 byly co nejjednodussi a usnadnila se analyza algoritmu.

Elipsoid FEj41, tedy elipsoid nejmensiho objemu obsahujici Hy, je vzdy
urcen jednoznacné. Pro ilustraci uvedeme, ze je dan vztahy

1 st
n+1 \/SEQSk7

Sg+1 = Sk —
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2 T
B n 2 Qsisi, Q
Qr+1 = O] (Qk R+l sTOs: )

Bez ditkkazu nechame také fakt klicovy pro spravnost a efektivitu algoritmu:
vzdy plati
objem(Ex1) < o1/(2nt2)
1 N (&
objem(Ey)

Tudiz elipsoid Ej bude mit objem aspon e )_krat mensi nez pocatecni
koule B(0, R), a protoZe objem n-dimenzionalni koule je Gmérny n-té mocniné
poloméru, pro k spliujici R - e */*(?"*2) < ¢ je objem Ej) uréité mensi nez
objem koule o poloméru . Takové k& dava horni odhad pro maximalni pocet
iteraci ¢, z ¢ehoz vyjde t < n(2n+2)In(R/e). To je jisté omezeno polynomem
vn+ (R)+ (g).

Tolik jednoduchéd a péknéd myslenka elipsoidové metody, a ted pfijdou
zvladnutelné, ale neptijemné komplikace. Pfedevsim elipsoid Fi4+1 nemuzeme
pocitat presné, prinejmensim v racionalni aritmetice, protoze definujici vzorce
obsahuji odmocniny, a i kdyby neobsahovaly, koeficienty by po mnoha itera-
cich mohly mit prili§ mnoho bitd a algoritmus by nebyl polynomiélni. To se
obejde tim, ze se Fjy1 pocita jen priblizné, s uréitou vhodné zvolenou pres-
nosti. Pfitom se musi dat pozor, aby P urcité ztstal v Ej11 obsazen — proto
se priblizny E%41 malinko zvétsi. S tim souvisi i to, Ze pokud se napiiklad pro
fezani elipsoidu mnohokrat za sebou pouziva stale stejnd nerovnice, elipsoidy
za¢nou byt pfili§ protahlé (jehlovité), a je nutné je uméle zkratit.

Dalsi potiz je ta, ze ve skutecnosti nechceme fesit zmékceny problém s R a
€, nybrz libovolnou soustavu linearnich nerovnic. Tady prijde ke slovu omezeni
na bitovou velikost sloZzek matice A a vektoru b. Plati nasledujici:

—k/(2n+2

(E1) (Existuje-li feSeni, existuje i nepfilis velké feseni.) Oznacime-li ¢ = (A)+
(b) velikost vstupu pro soustavu Ax < b, potom tato soustava mé
feseni, pravé kdyz ma feSeni soustava

Ax<b
*KSZ'lSK
—KS.TQSK

7K§mn§K7

kde K = 2. Pro posledné jmenovanou soustavu jsou vSechna feSeni
uréité obsazena v kouli B(0, R), kde R = K+/n.

(E2) (Existuje-li FeSeni, pak FeSeni mirné uvolnéné soustavy obsahuje i malou
kouli.) Polozme n = 275¢, ¢ = 275 a bud 1 n-slozkovy vektor se viemi
slozkami rovnymi 7. Potom soustava Ax < b ma feSeni, pravé kdyz
ma FeSeni soustava Ax < b + n, a v takovém piipadé mnozina FeSeni
posledné jmenované soustavy obsahuje kouli o poloméru e.

Je celkem jasné, jak vyuzit téchto faktt pfi FeSeni obecné soustavy Ax < b
elipsoidovou metodou. Misto pivodni soustavy feSime elipsoidovou metodou
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zmékéeny problém, ale pro novou soustavu Ax < b+1n, - K —n < z; <
K+n-K-n<z2<K+n,...,.— K—n<z, < K+n, plicemz K, Rac se
vhodné zvoli (nejdiive pfidame k ptivodnimu systému omezeni —K < z; < K
jako v (E1), a potom na takto rozsifeny systém aplikujeme (E2)). Dulezité
je, ze bitova velikost R a ¢ i velikost vstupu pro novou soustavu jsou omezeny
polynomialni funkci puvodni velikosti vstupu ¢, a proto elipsoidova metoda
pobézi v polynomialnim case.

Fakta (E1) a (E2) nebudeme dokazovat, ale nazna¢ime zékladni myslenku.
Pro fakt (E1) to udélame pro n = 2, tj. v roviné. Mé&jme soustavu m nerovnic
tvaru

ainT + aey <b;, i=1,2,...,m.
Bud p; piimka {(x,y) € R? : a;zx + aipy = b;}. Jednoduse se spocita, ze
prusecik p; a p;j, pokud existuje, méa souradnice

( aigbj - ajgbi ajlbi - ailbj )

b
;2051 — Gi1052 Q2051 — 31052

Pokud napiiklad vSechna a;; a b; jsou celd cisla s absolutni hodnotou nej-
vys 1000, jsou soufadnice vSech priseéiki zlomky s Citatelem i jmenovatelem
omezenjm 2x10°. Jestlize tedy ma mnoZina feSeni nasi soustavy tii nerov-
nic aspoii jeden vrchol, musi tento vrchol lezet ve étverci o strané 4x10° se
stfedem v pocatku. Jestlize mnozina feseni vrchol nem4 a je neprazdné, da
se naptiklad ukézat, Ze musi obsahovat nékterou z primek p;, a ze kazda p;
zasahuje do onoho &tverce. Tak né&jak se da ovérit fakt (E1) pro nasi specidlni
soustavu. Pro obecnou soustavu v dimenzi n je myslenka stejnda, a pro vyja-
dfeni soufadnic vrcholu se vyuzije Cramerova pravidla a odhad pro velikost
determinantu matice.

Fakt (E2) d& ponékud vic préice, ale idea je podobna. Kazdé feSeni %
puvodni soustavy Ax < b vyhovuje i upravené soustavé Ax < b + n, a také
vSechna x z koule B(X,¢) ji vyhovuji, protoze zména x o € nemuze zménit
zadnou slozku Ax o vic nez 7.

Pokud Ax < b feSeni nema, podle vhodné varianty Farkasova lemmatu
(kterou jsme neuvadéli, ale ktera se snadno odvodi z variant zminénych v sekci 6.4)
existuje nezéporné y € R™ spliiujici y’A = 0 a yI'b = —1. Zase pomoci
Cramerova pravidla se ukaze, Ze existuje 1 y s neprili§ velkymi slozkami, a to
potom dosvédéi nefesitelnost i pro soustavu Ax < b + .

Tim konc¢ime nastin elipsoidové metody. Pokud byly nékteré ¢asti pro
Ctenare prilis netplné a mlhavé, mizeme jen doporucit néjaké obsahlejsi po-
jednani, napiiklad ve vynikajici knize

M. Grétschel, L. Lovasz, L. Schrijver: Geometric Algorithms and
Combinatorial Optimization, druhé vydani, Springer, Heidelberg
1994.

Pro¢ elipsoidy? Pouzivaji se v elipsoidové metodé proto, Ze to je asi nej-
jednodussi t¥ida n-dimenzionalnich konvexnich mnozin, ktera je uzaviena na
regularni afinni zobrazeni. Popularné feceno, je dost bohata na to, aby mohla
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aproximovat vsechny konvexni mnohostény véetné placatych a jehlovitych.
Kdyby si to nékdo pral, elipsoidy se daji nahradit napriklad simplexy, ale
vzorce v algoritmu a jeho analyze budou o poznani nepfijemnéjsi nez pro
elipsoidy.

Elipsoidova metoda nemusi znat celou tlohu. Soustava nerovnic Ax <
b se da elipsoidové metodé zadat i pomoci oddélovaciho orakula. To je al-
goritmus (Gernd skfirika), ktery jako vstupy pfijima body s € R", a pokud
s je FeSenim soustavy, vraci odpovéd ANO, zatimco kdyZ s neni FeSenim,
vraci jednu (libovolnou) nerovnici soustavy, jiz s porusuje. (Takova nerovnice
oddéluje s od mnoziny feSeni, a odtud nézev oddélovaci ordkulum). Elipsoi-
dova metoda oddélovacimu ordkulu postupné zadava stiedy s generovanych
elipsoidi a porusenou nerovnici vzdy vyuzije na vytvoreni elipsoidu dalsiho.

Zminujeme to proto, ze pro nékteré zajimavé optimaliza¢ni problémy se
oddélovaci ordkulum dé efektivné implementovat, prestoze prislusné soustava
maé exponencialné mnoho nerovnic nebo dokonce nekoneé¢né mnoho nerovnic
(takové soustavy jsme zatim viibec neuvazovali).

Ziejmé nejzasadnéjsim prikladem situace, kdy se umi nekonecna soustava
linearnich nerovnic fesit elipsoidovou metodou, je semidefinitni progra-
movani. V ném se neuvazuje nezniamy vektor x, nybrz nezndma ¢tvercové
matice X = (xij)i j=1. Optimalizuje se néjaka linedrni funkce proménnych
zij, a omezujici podminky jsou jednak linearni rovnice a nerovnice pro ta x;;,
a jednak (to je rozdil proti linedrnimu programovani) pozadavek, Ze matice
X musi byt pozitivné semidefinitni. Posledné jmenovany pozadavek se dé vy-
jad¥it soustavou nekoneéné mnoha linedrnich nerovnic, totiz a”’ Xa > 0 pro
kazdé a € R"™. Pro tuto soustavu lze sestrojit efektivni oddélovaci ordkulum
na zakladé algoritmi na vypocet vlastnich vektorti matice a elipsoidova me-
toda najde optimum v polynomidlnim ¢ase (ve skute¢nosti to ovSem neni tak
jednoduché, jak by se z naseho minipopisu snad mohlo zdat).

Semidefinitnim programovanim se pak daji v polynomialnim case fesit
Cetné vypocetni problémy, nékteré presné a nékteré aspon priblizné, a nékdy
se tak dostane jediny zndmy polynomialni algoritmus. Ptikladem je pro-
blém maximAalniho fezu (MAXCUT), kdy se mnozina vrcholi daného
grafu G = (V, E) m4 rozdélit na dvé &asti tak, aby co nejvice hran §lo mezi
nimi. Pfes semidefinitni programovani se dostane aproximaéni algoritmus,
zvany Goemansuv-Williamsontuv, ktery vzdy najde rozdéleni, kde poc¢et hran
jdoucich napf¥i¢ je aspon 87,8% poctu optimalniho. To je nejlepsi znamy apro-
ximacéni algoritmus pro tuto tlohu a nejspi$ i nejlepsi mozny aproximacni
algoritmus s polynomialni dobou béhu.

Semidefinitni programovani je patrné nejvyznamnéj$im novym nastrojem
v teorii optimalizace za poslednich zhruba 20 let. Vice o tomto tématu se
najde naptiklad v ¢lanku

L. Lovész: Semidefinite programs and combinatorial optimization,
ve sborniku Recent Advances in Algorithms and Combinatorics
(editofi B. Reed a C. Linhares-Sales), str. 137-194, Springer, New
York, 2003.
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Elipsoidova metoda se v semidefinitnim programovéani a podobnych aplikacich
da nahradit i vhodnymi metodami vnitiniho bodu, ¢imz vzniknou algoritmy
efektivni nejen teoreticky, ale i prakticky. O tom pojednava napfiklad ¢lanek

K. Krishnan, T. Terlaky: Interior point and semidefinite approa-
ches in combinatorial optimization, in: D. Avis, A. Hertz, O. Mar-
cotte (editofi): Graph Theory and Combinatorial Optimization,
Springer, Berlin 2005, str. 101-158.

Teorie versus praxe. Pojem polynomidlniho algoritmu navrhl v 70. le-
tech 20. stoleti Jack Edmonds jako formalni protéjsek intuitivniho pojmu
efektivniho algoritmu. Dnes je vétSinou teoretikova prvni otazka u kazdého
algoritmu: je polynomiélni, nebo ne?

Jak je mozné, Ze elipsoidovd metoda, kterd je polynomidlni, je v praxi
mnohem pomalejsi, nez simplexova metoda, ktera polynomidlni neni? Jeden
duvod je ten, Ze elipsoidova metoda je sice polynomialni, ale stupen polynomu
je pomérné vysoky. Druhy a hlavni divod je, Ze simplexova metoda je pomala
jenom na specialné zkonstruovanych tlohach, s nimiz se v praxi témér nesetka,
kdezto elipsoidova metoda se ziidkakdy chova lépe, nez zarucuje odhad pro
nejhorsi pfipad. Teoreticky je ale ,dobré chovani na vsSech vstupech az na
fidké vyjimky“ velmi obtizné zachytit. Navic zaruceny odhad efektivity pro
7e algoritmus vétSinou funguje dobfe.

Pojem polynomialniho algoritmu ma tedy z praktického hlediska velké ne-
dostatky, ale snaha o konstrukci polynomialniho algoritmu v teorii vétsinou
casem vede i k algoritmim efektivnim v praxi. V oblasti linearniho progra-
movani jsou pisobivym prikladem metody vnitiniho bodu.

7.2 Metody vnitiniho bodu

Po senzaci s elipsoidovou metodou se linearni programovani znovu dostalo
do novin v roce 1984. Tehdy Narendra Karmakar, vyzkumnik firmy IBM,
navrhl algoritmus, jenz se dnes fadi do velké skupiny metod vnit¥niho bodu,
ukézal, Ze je polynomialni, a publikoval vysledky vypocetnich experimentii
naznacujici, Ze algoritmus je v praxi podstatné rychlejsi nez simplexova
metoda. I kdyzZ se jeho prohlaseni o praktické efektivité ukazala jako pfti-
li$ optimisticka, metody vnitiniho bodu se dnes na linearni programovani
pouzivaji a mnohdy nad simplexovou metodou vitézi.

Metody vnitiniho bodu maji mnoho variant a pouzivaly se pfinejmen-
$im od roku 1950 na nelinearni optimaliza¢ni problémy. V oblasti linearniho
programovani se ¢leni podle zakladniho pfistupu na metody centrdlni cesty,
metody sniZovdni potencidlu a metody afinniho $kalovant, a témér pro kazdy
z pristupu existuje primarni verze, dudini verze, primdrneé-dudlni verze a
nékdy i samodudini verze. V ruznych pramenech se pritom pii vykladu
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presné stejného algoritmu casto vychazi z rizné intuice, naptiklad to, co se
nékde prezentuje jako krok Newtonovy itera¢ni metody, se jinde odvozuje
linearni aproximaci z metody Lagrangeovych multiplikdtorti a jesté jinde
se to podava jako projekce gradientu do mnoziny pripustnych feSeni. To
fikdme proto, aby Ctenaf, ktery v literatufe najde o metodach vnitiniho
bodu néco zdanlivé zcela jiného nez zde, nebyl zmaten vic, nez je nutné.

Simplexovou metodu jsme vysvétlili 1 s dukazy, az na zélezitost se za-
cyklenim, u elipsoidové metody jsme asponi zformulovali algoritmus a né-
ktera presna tvrzeni o ném, ale u metod vnitiniho bodu se pouze pokusime
vyvolat ve ¢tenari urcity zakladni dojem, jak funguji. Je to nejen proto, ze
uz jsme skoro u konce naseho pojednani o linearnim programovani, ale také
proto, ze tyto metody jsou komplikované a pouzivaji nékteré matematické
nastroje, které se do ivodniho textu ani nehodi. Je vitbec prekvapivé, na
jak pokrocilé matematice je zaloZen moderni linearné programovaci soft-
ware — ani soustavy linearnich rovnic nefesi jen starou dobrou Gaussovou
eliminaci, nybrz kombinaci nékolika slozitych metod.

Simplexova metoda se plizi po hranici mnoziny pripustnych feseni. Elip-
soidova metoda svird mnozinu pripustnych reseni zvenku a az do posledniho
kroku ztstava mimo ni. Metody vnitfniho bodu kraceji vnitikem mnoziny
pripustnych feseni smérem k optimu a hranici se s velkym tusilim vyhy-
baji, a az na zavér, kdyz uz se dostanou k optimu velice blizko, pfesko¢i na
hranici do optimélniho vrcholu, viz schématicky obrazek:

Pracovat pouze s vnitfnimi body mnoziny pripustnych feseni je klicova
myslenka, ktera dala metodam vnitiniho metodu jejich jméno. Vnitini body
maji fadu prijemnych matematickych vlastnosti, ur¢ity druh ,obecné po-
lohy“, a umoznuji vyhnout se zadludnostem kombinatorické struktury hra-
nice, které se badatelé beztspésné snazili prekonat pii pokusech o polyno-
mialni algoritmus zalozeny na simplexové metodé. Zakladni otazka v me-
todach vnitfniho bodu je, jak se vyhybat hranici a pfitom postupovat do-
statecné rychle smérem k optimu.

Naznaéime, jak pracuje metoda centralni cesty, ktera se dnes povazuje

vvvvvv
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maximalizovat ¢’ x za podminek Ax < b ax>0.

Z daného vnitiniho bodu mnoziny P pfipustnych feseni bychom mohli zkusit
jit pfimo ve sméru c, ale tak bychom brzy narazili na hranici. Proto je tfeba
smér vcas zménit tak, aby se cesta hranici vyhybala a pritom stale tihla
k optimu. Uvazme tlohu s tymiz omezenimi, ale s pozménénou tcelovou funkci

fu(x) =c"x+ u(i In(z;) + iln (bi — aiTx)>7

kde a; je i-ty rfadek matice A a u > 0 je redlny parametr, ktery budeme
pozdéji volit podle pot¥eby. Uéelova funkce je nelinearni, obsahuje logaritmy,
a je udélana tak, ze kdyz se x blizi ke hranici mnoziny P, tj. kdyZ se néktera
slozka blizi 0 nebo rozdil pravé a levé strany nékteré z nerovnic se blizi 0,
ucelova funkce jde k —oo. Vyrazu v zavorkach za p v definici f, se fika
bariérovd funkce nebo uréitéji logaritmickd bariéra.

Pro P omezenou a s neprazdnym vnitikem lze ukazat, ze pro kazdé p > 0
mé uloha s ucelovou funkci f, jednoznacné uréené optimalni resSeni, které
oznacime x;,. Je-li p velmi velké &islo, ¢len cT'x v téelové funkci bude mit
nepatrny vliv a x;, bude bod ,co nejdal od hranice“, takzvany analyticky
stfed mnoziny P. Nésledujici obrazek ukazuje (pro dvoudimenzionalni alohu)
vrstevnice funkce f, pro u = 100 (vektor c je zndzornén Sipkou a bod x},
puntikem):

Naopak pro malé y se x;, blizi optimu ptivodni tlohy linearniho programovani,
viz ilustrace pro 4t = 0.5 a = 0.1:
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Mnozina {x}, : 4 > 0} se nazyva (primérni) centrilni cesta a algoritmus
se ji snazi sledovat a dospét tim k optimu.

Body xj, se nepocitaji piesné, bylo by to pfili§ obtiZné a neni to ani po-
tfeba. Zvolime vhodnou klesajici posloupnost pu1 > p2 > --- jdouci k 0.
Méme-li z (k — 1)-ni iterace néjaky bod xx_1 € P, v dalsi iteraci se snazime
udeélat krok smérem k bodu x},, . To znamend, Ze chceme popojit k maximu
funkce fy, (x). Ta je uvnitt P spojité diferencovatelnd, a maximum se pozna
podle toho, Ze tam je gradient f,,, roven 0 (neboli vSechny prvni parcilni de-
rivace jsou tam 0). Takze x},, je (jedinym) nulovym bodem vektorové funkce

_ (0fu () Ofu (%) Ofu ()\"
F(X)_( Or1 5$2 U Oy, )

Jeden z algoritmu pro hledani nulovych bodu diferencovatelnych funkci je
Newtonova metoda. Pro funkci g:R — R jedné proménné je jeden krok
znazornén na obrazku:

y=g(x) -

Tk

Th—1 ! \\

V bodé xi_1 se funkce g aproximuje tecnou, a pristi bod xj se uréi jako
prusecik této tecny s osou x. To se d& zobecnit i na funkci R" — R", jejiz
graf se v kazdém kroku aproximuje teénou nadrovinou.

V metodé centréalni cesty dostaneme bod xi z bodu xj_1 jednim krokem
Newtonovy metody pro vysSe zavedenou funkci F. Ve skutecnosti ale neudé-
lame cely krok, ale jdeme jen tieba 60 % cesty smérem k bodu, do néjz by
sla Newtonova metoda. Jak se ukaze, tento bod se najde jako feSeni jisté sou-
stavy linearnich rovnic. Velkd ¢ast teorie metod vnitiniho bodu se vénuje co

cast.

V nékterych variantach se dokonce nepouzivad Newtonova metoda, ale me-
tody vyssich radu, jez aproximuji funkci F' ne nadrovinou, nybrz algebraickou
plochou vyssiho stupné, spoctenou z vyssich derivaci funkce F'.

Tak, jak jsme metodu centralni cesty zatim popsali, potifebuje do zacatku
vnitfni bod mnoziny pfipustnych feseni. Ten by se dal najit dvoufazovym po-
stupem, podobné jako se v simplexové metodé hleda pocateéni pripustna baze.
Je ale zndm pfistup elegantnéjsi. Z dané ulohy U se zkonstruuje nova tloha
U’ tak, ze jednak je U’ vzdy ptipustnd a omezend a navic mame k dipozici
explicitné dany bod na jeji centralni cesté, a jednak se z optimalniho fegeni U’
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pozna, zda byla U pfipustna a omezena, a pokud ano, dé se z néj ziskat také
optimalni feSeni U. Pfitom pokud U mé n proménnych a m omezeni, bude
U’ mit O(m + n) proménnych a omezeni. Tudiz na U’ mtzeme bez dalsich
priprav spustit nékterou metodu centralni cesty a tim vytesit i U. Vyjimecéné
pozorného ¢tendfe by mohlo napadnout, pro¢ nepouzit tuto transformaci U
na U’ i v simplexové metodé? Hlavni dfivod je, Ze pro ziskani optimalniho
feSeni U ve skute¢nosti nesta¢i jakékoliv optimalni feseni U’, ale je potieba
optimalni ¥eeni ,,v nejobecnéjsi mozné poloze“. Optimalnich feseni U’ tedy
je typicky hodné, vypliuji slozity konvexni mnohostén, a potfebuje se néjaky
vnitini bod tohoto mnohosténu. Presné takové optimalni FeSeni uméji najit
metody centrilni cesty (kdezto simplexovd metoda to nedovede). Uz se ale
nebudeme poustét do dalsich technickych detailt a zde nac¢rt metod vnitiniho
bodu ukoncime.

O neékolika konkrétnich metodach vnitiniho bodu se vi, Ze jsou to (slabé)
polynomidlni algoritmy. Teoreticky odhad na maximalni pocet iteraci je O(L+/n),
kde L je maximum z bitovych velikosti koeficientii lohy a n je pocet promeén-
nych. Jsou znamy piiklady, zkonstruované pomoci Klee-Mintyho krychle, pro
néz metody centralni cesty opravdu vyzaduji Q(y/nlogn) iteraci. V praxi se
ale pro pevné L zd4 byt pocet iteraci omezen konstantou nebo O(logn). To
je trochu podobna situace jako pro simplexovou metodu, kde chovani v nej-
horsim pripadé je mnohem horsi nez chovani pro typické vstupy.

Metody vnitiniho bodu se tispésné pouzivaji nejen pro linearni programo-
véani, ale i pro semidefinitni programovéani a dalsi dualezité t¥idy optimalizac-
nich dloh, napt. konvexni kvadratické programovani. Vice o nich ¢tenar najde
naptiklad v avodnim ¢lanku

T. Terlaky: An easy way to teach interior-point methods, European
Journal of Operational Research 130,1(2001), 1-19,

v prehledovém ¢lanku

F. A. Potra, S. J. Wright: Interior-point methods, Journal of Com-
putational and Applied Mathematics 124(2000), str. 281-302,

(v dobé psani tohoto textu byl dostupny na webovych strankich autori),
nebo v nékolika knihach tam citovanych. Mnoho materialu je k dispozici na
Internetu.
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Software a dalsi ¢teni

Nejznaméjsi komeréni (a drahy) program na feSeni uloh linedrniho a
celociselného programovani se jmenuje CPLEX. Volné dostupné kédy
s podobnymi funkcemi, i kdyZz ne tak propracované, jsou naptiklad
1lp_solve, GLPK a CLP. Také knihovna geometrickych algoritmi CGAL
(www.cgal.org) obsahuje fesi¢ tloh linedrniho programovéani i konvexniho
kvadratického programovéani, a to jak v plovouci ¢arce, tak i v presné raci-
onalni aritmetice.
Webova stranka

www-neos.mcs.anl.gov/neos/server-solver-types.html

uvadi prehled Fesic¢i, jimz se d& po siti poslat zadani dlohy a které (pfi
trose §tésti) vrati optimum.

Knih se slovy linedrni programovani v titulu je v nabidce knihkupectvi
Amazon vic nez knih se slovem astrologie, takZe je jasné, Ze z literatury
muzeme zminit jen Gzky vybér.

Moderni a pristupna ucebnice linedrniho programovani je

D. Bertsimas and J. Tsitsiklis: Introduction to Linear Optimi-
zation, Athena Scientific, Belmont, Massachusetts, 1997.

Kniha

J. Matousek, B. Gartner: Understanding and Using Linear Pro-
grammiang, Springer, Berlin 2006

je rozsifenou verzi textu, ktery praveé ctete.
Ze starsich zdroji zminime t¥i. Velmi kvalitné a na vysoké teoretické
arovni pojednava linedrni i celo¢iselné programovani kniha
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A. Schrijver: Theory of Linear and Integer Programming, Wiley-
Interscience, New York 1986.

Za jednu z nejlepsich ucebnic se dodnes povazuje

V. Chvéatal: Linear Programming, W. H. Freeman, New York
1983.

A kdo mé rad klasické prameny, mize sdhnout po spisu

G. B. Dantzig: Linear Programming and Extensions, Princeton
University Press, Princeton 1963.

vvvvv

J. Rohn: Linedrni algebra a optimalizace, Nakladatelstvi Karo-
linum, Praha 2004.

Obsahuje dikaz konec¢nosti Blandova pravidla a nékolik odkazt na dalsi
Ceské ucebnice.



