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Strucny historicky tvod

Soustavam linearnich nerovnic a teorii mnohosténu, vcetné jejich apli-
kaci, vénovali matematikové pozornost prinejmensim od 19. stoleti. Jme-
nujme alespon Fouriera, jesté pred nim Lagrangea a Bernoulliho, pozdéji
Farkase a Minkowského. Za pocatek nového oboru nazyvaného linearni
programovani se poklada ale az druhd polovina 40. let 20. stoleti. Mate-
matické zédklady oboru tehdy polozili pfedevsim von Neumann a trojice
matematiku Gale, Kuhn, Tucker. Jejich hlavnim pfinosem bylo vybu-
dovani teorie duality linearniho programovani; von Neumann ve svém
pristupu vyuzil vysledky, které ziskal pri praci na jiném novém oboru
rozvijejicim se v té dobé, teorii her. Jesté pred nimi se nezavisle na sobé
souvisejicim problémum vénovali v Sovétském svazu Kantorovic a ve Spo-
jenych statech Hitchcock; jejich prace zustaly zel fady let nedocenény.

Klicovym momentem pro vyvoj linedrniho programovani byl Dant-
ziguv simplexovy algoritmus (publikovan 1947), ktery se na mnoho let
stal nezbytnou soucasti oboru. Nezanedbatelnym podnétem, ktery roz-
voj linedrniho programovani podstatné ovlivnil a podpoftil, byl prichod
pocitacu, z nichz prvni prisly na svét pravé ve 40. letech. Uspokojivé
praktické vysledky simplexového algoritmu byly vybornym doporuc¢enim
pro jeho Siroké pouziti v praxi a linearni programovani se simplexovym
algoritmem se na dlouhou dobu stalo nezbytnym arzenalem ekonomu.
Za zminku stoji v této souvislosti skutecnost, ze Kantorivi¢c a Koop-
mans, ktefi vyrazné prispéli k rozvoji linearniho programovani, obdrzeli
spolecné v roce 1975 Nobelovu cenu za ekonomii.

Témér oddélené probihal vyvoj tykajici se obecnéjsich optima-
lizacnich problému. V tomto svété se dockaly velkého rozkvétu v 60.
letech 20. stoleti postupy znamé dnes piedevsim pod jménem metody
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vnitrniho bodu (Frisch, Fiacco, McCormick). Algoritmy navrzené v této
dobé vsak casto trpély numerickou nestabilitou.

S novym podnétem k dal§imu rozvoji linearniho programovani piisla
na pocatku 70. let teorie slozitosti. Nejprve se rada lidi pokousela
dokézat, ze simplexovy algoritmus pracuje v polynomidlnim case. V roce
1972 ovsem Klee a Minty popsali priklad ukazujici exponencialni ¢asovou
slozitost pro nékteré varianty simplexového algoritmu; brzy pfibyly po-
dobné vysledky i pro jiné varianty algoritmu. To podnitilo zajem o alter-
nativni postupy na feSeni uloh linearniho programovani. Zlom prichazi
v roce 1979, kdy rusky matematik Chacijan publikoval v rustiné kratky
¢lanek (bez dukazi) o tom, jak lze pomoci tzv. elipsoidové metody tesit
ulohu linedrniho programovani v polynomialnim case; samotna metoda
byla navrzena jiz diive v 70. letech pro problémy konvexniho nelinearniho
programovani (Yudin, Nemirovski, Sor). Vysledek mél nebyvaly medidlni
ohlas, zel se ale zahy ukazalo, ze k praktickému pouziti se metoda nehodi.
Hledani alternativ simplexového algoritmu pokracovalo.

Dalsim meznikem v historii linearniho programovani byl rok 1984,
kdy Karmakar ze spolecnosti AT&T navrhl algoritmus spadajici do sku-
piny metod vnitrniho bodu a dokazal, ze doba jeho béhu je polynomidlni.
Jak jsme jiz zminili vySe, samotnd metoda nebyla nové, hlavni Karmar-
karuv piinos byl v aplikaci metody na tlohu linedarniho programovani
a zejména v analyze Casové slozitosti algoritmu. Za zminku stoji, ze
velmi podobny algoritmus pro linedrni programovani navrhl (1967) a
posléze (1974) dokézal jeho konvergenci k optimédlnimu feseni Kanto-
rovicuv student, rusky matematik Dikin; jeho préace zel zustala dlouho
nepovsimnuta. Od roku 1984 byly publikovany doslova tisice ¢lanku
tykajicich se metod vnitiniho bodu. Velmi zhruba se daji rozdélit na
metody snizovani potencidlu (sem patii Karmakaruv algoritmus a také
algoritmus popsany v tomto textu), metody sledovani centralni cesty (ty
se dnes zdaji nejlepsi pro praktické pouziti a hojné se pouzivaji v soft-
warovych balicich pro linedrni programovani, predevsim algoritmy tzv.
Mehrotrova typu) a metody afinnich transformaci (u téch se vétsinou
dokazuje pouze konvergence k optimalnimu feSeni, nikoli polynomialni
odhad na ¢asovou slozitost); mnohé varianty také najdete pod jménem
bariérové metody. Mimo jiné se ukazalo, Ze tyto metody jsou pouzitelné
i pro nékteré jiné problémy konvexni optimalizace, predevSim pro semi-
definitni programovani. Nepiimym dusledkem Karmakarovy prace je i
to, ze doslo k vétsimu propojeni dvou védeckych komunit: komunity eko-
nomu vénujicich se linearnimu programovani, a komunity matematikii



studujicich nelinearni optimalizaci.

Na zavér si jesté vSimnéme nékterych rozdili mezi simplexovym al-
goritmem, elipsoidovou metodou a metodou vnitiniho bodu. Simplexovy
algoritmus chodi po hranici mnohosténu, totiz po jeho vrcholech. Elipsoi-
dovy algoritmus se (kromé posledniho kroku) pohybuje vné mnohosténu.
Metoda vnitfniho bodu na rozdil od obou ostatnich metod pracuje uv-
niti mnohosténu. Svou podstatou je simplexovy algoritmus diskrétnim
algoritmem, zatimco elipsoidovd metoda i metoda vnitiniho bodu je
iteracnim algoritmem.

Pro sezndmeni se se zaklady teorie linedrniho programovani do-
porucujeme ctenaii ucebni text J. Matouska Linedrni programovdni
a linedrni algebra pro informatiky [7], pripadné rozsifenou anglickou
verzi [8].

Pozornosti zvidavého ¢tenare doporucujeme dale nasledujici vysledky
(a jeden problém):

e Silné polynomidalni algoritmus pro linedrni programy s koeficienty
1, -1, 0 — Tardos [12].

e Silné polynomidlni algoritmus pro linedarni programy v omezené
dimenzi — Megiddo [9].

e Zduvodnéni, pro¢ simplexovy algoritmus potfebuje ,,vétsinou”
pouze polynomidlni ¢as — Spielman a Teng [11].

e Hirschova (polynomidlni) hypotéza - do optimélniho vrcholu vzdy
vede , kratka” cesta po hranici mnohosténu.






2

Elipsoidova metoda

2.1 Nacrt algoritmu

Zadani: Pro dany mnohostén P = {x | Ax < b} najit x € P, pokud
existuje, a v opa¢ném pripadé rozpoznat, ze P je prazdny.

V tomto textu popiSeme tzv. elipsoidovou metodu, coz je algorit-
mus, ktery dany problém fesi v polynomidlnim ¢ase vzhledem k velikosti
zadani (podrobnosti nize). Na konci kapitoly uvedeme, jak algoritmus
zobecnit pro feSeni optimaliza¢ni verze problému, tedy pro ulohu tlohu
max{clx | Ax < b}.

Pro zjednoduseni popisu algoritmu budeme prozatim o mnohosténu P
predpokladat:

P1 P je omezeny (tj. cely P se vejde do koule o dostatecné velkém
prumeéru),

P2 Je-li P neprazdny, pak je plné dimenze (tj. pro dostateéné malé
e > 0 se do P vejde celd koule s prumérem e).

Hruby nacrt algoritmu: Najdeme dostatecné velky elipsoid Ey ta-
kovy, aby obsahoval cely mnohostén P (predpoklad P1 zarucuje, ze ta-
kovy elipsoid existuje) a opakované provadime nasledujici. Pokud stied
zj. elipsoidu Ej lezi uvnitt P, nasli jsme pozadované feseni. V opacném
pripadé vime, ze z; poruSuje néjakou nerovnost ze systému Ax < b,
feknéme i-tou nerovnost a;fpx < b;. Vezmeme poloprostor odpovidajici
porusené nerovnosti a posuneme ho tak, aby jeho hranice prochazela bo-
dem zy; ozna¢me Hj tento posunuty poloprostor, tedy Hy = {x | a;fpx <
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a;fpzk}. Pak cely mnohostén P lezi v pruniku elipsoidu Fj s poloprosto-
rem Hj. Najdeme novy (mensi) elipsoid Ej1 obsahujici Ex N Hy a krok
opakujeme.

Jak pozname, ze je P prazdny a ze muzeme piestat s kon-
strukci novych elipsoidi? Vyuzijeme nas druhy predpoklad P2. Je-li P
neprazdny, je mozno na zakladé A a b spocitat dolni odhad na objem
P. Pokud zajistime, ze objem elipsoidu Ej; je vzdy vyrazné mensi nez
objem elipsoidu Ej, pak po dostatecném poctu kroku budeme védét, ze
neprazdny P by se jiz diky svému objemu do elipsoidu Ej, pro dostatecné
velké [, nevesel a tudiz P musi byt prazdny.

Abychom dostatecné popsali elipsoidovou metodu (za vyse uvedenych
predpokladu P1 a P2), potfebujeme zodpovédét tyto otazky:

1. Jak na pocatku volit elipsoid Ey tak, aby P C Fy?

2. Jak ze starého elipsoidu EFj spocitat novy Ej1, neboli jak volit pa-
rametry nového, aby obklopoval, co ma, a piitom byl co do objemu
podstatné mensi?

3. Kolik iteraci je treba provést k nalezeni x € P nebo k rozpoznani,
ze P je préazdné?

Déle bude tieba ukazat, jak se predpokladi P1 a P2 zbavit. Nez se
ale témto otazkam budeme vénovat, zavedeme a pripomeneme nékteré
zakladni potfebné pojmy a skutecnosti.

2.2 Opakovani z linearni algebry

Porovnani vektoru (ptipadné matic) provadime po slozkach: pro vektory
X,y € R" pisSeme x <y, pokud x; < y; proi = 1,...,n. Jednotkovou ma-
tici znaéime I. Opakované budeme pracovat s vektory 0 = (0,0,...,0)7
ae = (1,0,...,0)T.

2.2.1 Definice. Symetrickou matici A € R™*"™ nazyvame positivné de-
finitni, jestlize ¥x # 0 plati x' Ax > 0.

2.2.2 Tvrzeni. Pro pozitivné definitni matici A plati:
e Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna,

e inverzni matice A~! je také pozitivné definitni,
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e existuje pravé jedna pozitivné definitni matice () takova, ze A =
QT - Q; takovou matici Q znacime AY/2.

Pro nés bude dulezitd posledni vlastnost.
2.2.3 Definice. Mnozinu
E(a,A)={xeR"| (x—a)lA(x—a) <1},

kde A je pozitivné definitni matice, budeme nazyvat elipsoidem se
stfedem v a a uréenym matici A.

2.2.4 Piiklad. E(0,1I) = {x € R" | xI'x < 1} — jednotkové koule se
stredem v pocatku.

2.2.5 Definice. Zobrazeni T : R™ — R"™ nazyvame afinni zobrazeni,
pokud je ddano predpisem T(x) = Qx + s, kde Q € R™™ " je matice a
s € R" je vektor (tj. T je slozenim linedrniho zobrazeni a posunuti).

2.2.6 Tvrzeni. Kazdy elipsoid E(a, A) je afinnim obrazem jednotkové
koule:
E(a,A) = AY? . E(0,1)+a .

Dikaz. E(a,A) = {x € R" : (x —a)fA ' (x—a) < 1} = {x ¢
R" | (x—a)T-A_l/QT-A_1/2-(x—a) <1}. Oznac¢mey = A~1/2.(x—a).
Potom A'/2y+a = x. Dosadime-1i do formule popisujici elipsoid, ziskdme
(uvédomme si, ze A~1/2 je také positivné definitni matice, tudiz je sy-
metrickd a A71/2 = A_1/2T):

E(a,A) = {(AY?y +a) e R" | yTy <1} = AY2. E(0,I) +a .

Pro T C R"™ budeme vol(7T") oznacovat objem mnoziny 7T .

2.2.7 Tvrzeni. Pro afinni zobrazeni T : R" — R"™ dané predpisem
T(x) = @x+ t a mnozinu X C R" plati:

vol(T'(X)) = | det Q] - vol(X) .
V pripadé elipsoidii dostaneme rovnost:

vol(E(a, A)) = |det(AY?)| - vol(E(0,I)).
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2.2.8 Pozorovéani. Pro objem elipsoidu E(a, A) plati:
|det(AY2)] - n™™ < vol(E(a, A)) < |det(AY?)]- 2" .
Odhady se opiraji o objem krychle vepsané, resp. opsané.

2.2.9 Definice. Velikost zdpisu. Pro celé ¢islo k znac¢ime (k) = 1 +
[logy(|k|+1)], coz je pocet bitii potrebnych pro zdpis k véetné znaménka.
Podobné pro racionalni ¢islo r = §> kde p a q jsou nesoudélna, znac¢ime
(r) = (p) + (q). Pro racionélni vektor v € Q" znacime (v) = > ,(v;) a
pro matici A € Q™™ obdobné (A) =317, > T (ai;)-

Je uziteéné uvédomit si, ze pro kazdé prirozené ¢islo 1 lati nerovnost
Y
r| < 2=t -1,

2.3 Pocatecni elipsoid

Zacneme pripomenutim zndmé nerovnosti poskytujici horni odhad na
velikost determinantu matice.

2.3.1 Lemma (Hadamardova nerovnost). Pro kazdou ¢tvercovou
matici C' plati:

n
[det C| < JTIICHll
i=1
kde C; oznacuje i-ty sloupec matice C a ||ul| velikost vektoru u.
V dikazu hlavniho vysledku této kapitolky bude nasim ndstrojem
nasledujici lemma.
2.3.2 Lemma. Necht C je celo¢iselnd matice n x n. Pak plat{

2

|det C| < 290"
Dukaz.
L+ldetCl <1+ JTIGH < TJa+ NGl < [J 2190 = 269
1=1 =1 =1

V tupravach jsme kromé Hadamardovy nerovnosti pouzili pro velikost n-
slozkového raciondlniho vektoru x odhad |x|| < 2%9~" — 1, odvozeny
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takto:
n n
L+ x| <1+ ) ol < H 1+ |z;]) < (2.1)
1=1 =1
[T+ @t H 2x)=n,
1=1 1=1
O

2.3.3 Lemma. Je-li P = {x | Cx < d} C Q" omezeny mnohostén a
C a d jsou celociselné, pak vsechny vrcholy P jsou obsazeny v kouli se
stredem v pocatku a polomérem R = \/n - 2{C.d)+nlogn,

Diikaz. Uvazme libovolny vrchol v polytopu P. Z teorie mnohosténu
vime (napf. [1]), Ze pak existuje podsystém nerovnosti C'x < d’ (vy-
brany ze systému nerovnosti Cx < d) takovy, ze v je jedinym feSenim
(C'x = d’. Z Cramerova pravidla dostdvame: v; = jezgg,%, kde C} je
matice vznikld z C’ nahrazenim i-tého sloupce vektorem d’. Protoze ma-
tice C’ je celociselnd a regularni, méame |det(C”)| > 1. Pro horni odhad
velikosti v; uzijeme nasledujici horni odhad velikosti determinantu. K
dokonceni dukazu Lemmatu 2.3.3 si v§imneme, ze (C]) < (C,d). Zbyva
upocitat délku vektoru o vsech slozkéch velikosti nejvyge 2(C-d)i+nlogn.

v < \/Z?:1(2<C’d>+n1°gn)2 = /n - 2@d)tnlogn o5 ie hledany po-
lomeér R. O

Jako pocatecni elipsoid Ej pouzijeme tedy kouli E(, R - I).

2.4 Iteracni krok: vypocet Ey.1 z Ej

Snadny piipad: Fy = F(0,I) a Hy = {x | 1 < 0}. V této casti
predpokladdme, ze Ey = E(0,1) a Hy = {x | 1 < 0}. Pro zjednoduseni
zapisu (uSetfeni indext) budeme pouzivat znaceni B misto Ej (jedna
se o jednotkovou kouli kolem pocatku) a H misto Hy. Mame tedy B =
(xeR" | xTx <1}, H={x€R"| elx <0} aoznatme B~ =BNH
,,zapornou” polovinu jednotkové koule se sttedem v pocatku, to jest

" ={xeR"x'x <1,z <0}.

Hled4dme elipsoid E’ obsahujici B~ ktery bude ,,maly”. Pfesné&ji, chceme,
aby vol(E’) < ¢ - vol(E) pro néjakou konstantu g < 1. Protoze mnozina
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E/

Obrazek 2.1: Hledané E'.

B~ je symetrickd kolem osy 1, budeme hledat E’ ve tvaru
F' ={xecR"(x—2)'Z7 (x-2) <1},

kdez =1t-e; prot € R™ a Z je diagonalni matice. Vezméme 0 < p < 1
a d > 1 a diagonalni matici Z takovou, ze

Pak elipsoid E’ bude ve sméru prvni souradnice smrstény (ve srovnani
s kouli o stejném pocatku) a ve sméru vSech ostatnich soufadnic
roztazeny. Chceme, aby se tento nds novy elipsoid E’ toho puvodniho
E = B dotykal v bodech —e; a ey (viz obr. 2.1) a ze vSech ta-
kovych chceme ten s nejmensim objemem. 7Z prvni podminky na dotek
dostavame nasledujici omezeni:

N )

d2
(-1 —t)eT e (—1—t)e; = 1

a tedy: : »
1+t
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Ze druhé podminky na dotek dostavame:

(v, Y ()

(—t,1,0,...,0) pE 01=1,

tedy
2 1

Z vyse uvedenych vyrazi vyjadifme 1/p? a 1/d? jako funkce proménné

t:
1 1 1 1+ 2t

20 @ (1t

Nyni mame dvé podminky na tfi proménné. Tteti podminku ziskdme
z pozadavku na minimdlni objem elipsoidu E’, pro ktery podle Tvr-

zeni 2.2.7 plati vol(E') = /| det(Z)|vol(B), coz je rovno
(L+12)"
V(14 21

Snadno ovéiime, ze vol( E’) jako funkce proménné ¢ nabyva svého minima,
pro

vol(E") = pd" 'vol(B) =

vol(B) .

-1

t = )
n+1

Dosazenim za p, d a t dostdvame, ze hledany elipsoid E’ je tvaru

1
B = R2 ) <1
{xe \(X+n+1e1) (X+n_|_1e1)_ },
kde ,
(ot ]) 0 .0
0 -1 0
D= n*

0 0 .0

0 0 .. o

Pro kontrolu ovéiime, ze elipsoid E’ vskutku obsahuje celou
,,zapornou polovinu”koule B, tedy ze B~ C E’. Vime, Ze pro x € B~
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plati x* x <1, 1 < 0. Rozepsanim podminky v zdpisu E’ dostaneme

n+1\° 1 5 (n?2=1\ —
E— 2 <,
( ! ) @+ ) +( ) et <

Podle predpokladu ) | =

2 <1 a proto také

Leva strané ndpadné piipomind omezeni v zdpisu elipsoidu E’. VSimneme

si dale, ze
n4+1)\2 n 41 1
(1) s L
n n

n+1\ L1 ?
x —_—
n | n?
Posledni dvé nerovnosti (resp. nerovnost a rovnost) sec¢teme. S uzitim
x% 4+ 21 <0 pro —1 < x; <0 dostaneme kyzené

1
(x + e) ' Z7 (x +

n+1 n+1

el)T <1

Zbyva ukazat, ze novy elipsoid bude mit objem vyrazné mensi, nez
elipsoid puvodni.

2.4.1 Lemma.
vol(E') —1
< e2(n+1)
vol(B) —
Dukaz. Piipomenme, ze vol(E’) = v/det Z - vol(B). Proto
vol(E) = Vdet Z =
vol(B) (n+1)2 n2 — 1
1 n—1
n—|—1 (n—l) = n—l—l) (+n2—1)
< e TR R T I = e30 |

Pro poradek dodejme, Ze ve vypoctu jsme pouzili odhad 14+ z <e*. O

Obecny pripad. Pripomenme si situaci. Je dan elipsoid F se stfedem
v a urceny pozitivné definitni matici A. Dale je dan poloprostor H
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2 . ( gy
7 A
N w T w7727 )
E | T R
! X7

e

Obrazek 2.2: Obrazek demonstruje, jaka zobrazeni pouzijeme.

s normalovym vektorem c, jehoz hranice prochazi stredem a elipsoidu F;
poloprostor H odpovida porusené nerovnosti. Vime, ze vSechna piipustna
fesenf se vyskytuji v poloprostoru H. Ozna¢me Q = A'/2. Formélné tedy:

E=E(aA)={xcR"|(x—a)lA (x—a)<1}=Q-F(0,I)+a,

H={xcR"|c'x<clal={xecR"|cl(x—a)<0}.

Hleddme elipsoid E' = E(f,C) 2 EN H s co nejmensim objemem.

Znovu vyuzijeme skutecnosti, ze kazdy elipsoid je afinnim obrazem
jednotkové koule. Pro dany elipsoid £ = E(a, A) oznacme T afinni zob-
razeni, které jednotkovou kouli se stredem v pocatku zobrazi na E; s po-
moci T~! zobrazime naopak nas elipsoid F na jednotkovou kouli. Toto
zobrazeni T~! aplikujeme také na poloprostor H = {x | ¢! (x —a) < 0}.
Viimnéme si, ze poloprostor T~ !(H) typicky nebude totozny s polo-
prostorem Hy = {x € R" | 1 < 0}, ale pro vhodnou rotaci R ko-
lem pocatku jistée T-1(H) = R(Hp). Abychom mohli pouzit vysledek z
piedeslé sekce, zobrazime poloprostor T~(H) pomoci R~ na Hy (viz
obr. 2.2). Pak jisté

—1

RTY(T™Y(E) N R T (H)) € E(

e, ”), (2.2)

a tudiz elipsoid T(R(E(n_—Jrllel,Z))) obsahuje £ N H. Chceme proto

spocitat zobrazeni T a R.
V dalsich vypoctech vyuzijeme o zobrazeni T' nasledujici vlastnosti:

e T(y)=Q-y+a
e T7l(x)=Q 1 (x—a)
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e T7'(H)={T"'(x) | c"(x—a) <0} ={y e R" | " (T(y) —a) <
0} ={y | c"Qy <0} ={y | (Qc)"y <0}.

Po rotaci R vyzadujeme jedinou vlastnost, totiz

 (joe) = (23)

Vsimnéme si, ze v R? je rotace R uréena jednozna¢né, ale v prostorech
vysSich dimenzi uz nikoli (coz ndm ovSem nevadi, jak za chvili uvidime).
Nyni pouzijeme slozeni zobrazeni T a R k popsani E’' (pro jednodu-
chost pozivime R pro oznaceni zobrazeni i oznaceni matice totoho zob-
razeni). Pripomenime si jesté z linedrni algebry, ze pro matici R rotace
plati RRT = 1.

2.4.2 Véta. Pro elipsoid E' = E(f,C) se stiedem v f a ur¢eném matici
C, kde

P 1 Ac
N n+1vcTAc’
n? 2 Accl AT
— (A —
¢ n? —1 ( n+1 CTAC)7
plati:
E(a,A)N{x|c"(x—a) <0} CE(£C), (2.4)
VONE(EC)) _ oty (2.5)

vol(E(a, A))

Diikaz. Nejprve uréime stred f elipsoidu E’, pomoci zobrazeni R a T

B B —1.Qc__1 Ac
=T =T (137 [oe1) = wi v

Pied urcenim C' provedeme pomocny vypocet.

x—f=x—-T(R(z)) =x—a—QRz=QR(R'Q *(x —a) —z).
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Nyni opét vyuzijime vlastnosti T a R, a pomocny vypocet:

E(f,C) ={T(Ry) | (y—2)'Z27(y—2) <1}

={x [ (R~ 1(X) z)' Z7H(RTIT(x) —2) <1}

={x | (RT'Q'(x~a)-2)'Z(RT'Q (x~a) ~2) <1}
={x [ R” 1@ ( ))TZ (RTQ'(x—1) <1}

={x| x-HTQV RV ZIRIQT (x— ) <1}

={x | (X—f)TC 1(X—f) <1},
neboli
C = (QRZ'*)(QRZ'*)

n

S vyuzitim pfedeslého vypoctu a znalosti Z = diag ((nfl)% nQil, )

vyjadiime matici C' pomoci matice A a vektoru a.

C:Q-R-Z-RT-QT

_on n—1 T AT

e — Q- R- dlag( +1,1,...,1) R -Q
n’ T AT 2 T T AT

——— (QRIRTQ" — —— - QRe:e] R"Q")
n2 2 Ac cl' AT

— 2_1-(A— e )

n n+1 VcTAc VTl Ac

B n2 (A 2 AccTAT)

n2-1 n+1 cTAc 7~

Poznamenejme jesté, ze C je jisté symetrickd a pozitivné definitni matice.
Vlastnost (2.4) i (2.5) plyne ze vztahu (2.2), tedy je piimym
dusledkem vypoctu provedenych v predeslé kapitolce. a

2.5 Kdy skonéit
2.5.1 Lemma. Je-li P = {x | Cx < d} polytop plné dimenze a C' a d
jsou celociselné, pak
VOI(P) > 2—(n+1)<C’>+n3 .
Diikaz. Pro jednoduchost zde dokazeme pouze slabsi odhad; pro nas

hlavni cil — ukézat, Ze existuje polynomialni algoritmus pro hledani
pripustného feseni — to nehraje zadnou roli.
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Protoze polytop P je plné dimenze, ma n + 1 afinné nezavislych vr-
cholua vg, vy,..., v, a plati:

vol(conv(vy,...,vy)) < vol(P) ,

kde conv(---) oznacuje konvexni obal dané mnoziny vrcholi. Oznacme
e; vektor s jedinou nenulovou slozkou, totiz i-tou, ktera je rovna jedné,
prot=1,...,n. Pak

conv(vg,...,v,) =T(conv(0,eq,...,e,)) ,

kde T znaci afinni zobrazeni T'(x) = vg + (Vi — vg,...,V, — Vo) X.

V dalsim opét vyuzijeme toho, ze kazdy vrchol mnohosténu P je
feSenim vhodné soustavy rovnic odvozené z Cx < d: pro kazdé v; exis-
tuje podsystém C;x < d; systému Cx < d takovy, ze v; je jedinym

feSenim soustavy C;x = d;. Podle Cramerova pravidla v;; = Of;—%’?,
kde C; ; je matice vznikld z C; nahrazenim j-tého sloupce vektorem d;.
S uzitim Tvrzeni 2.2.7, rovnosti vol(conv(0,eq,...,e,) = 1/n! pro ob-
jem simplexu daného vektory 0, e, ..., e,, a véty o rozvoji determinantu
dostavame, pfi znaceni u; = det C; - v;, nasledujici odhad:
1 1 1 ... 1
1 . =— |det
vol(conv(vg,...,vy)) - e (Vo Vi Vn) |
detCy detCy ... detCy
det
Ug uq “e u,
“n! |det Cy - det C1 - ... - det Cyy|
1 1 N (ntD)
>__ . (2 (C’)—I—nlogn)
—n!

>2—nlogn ) 2—(n—|—1)-<C)—n(n+1)logn .

U predposledni nerovnosti jsme vyuzili skutecnosti, ze se jedna o de-
terminant celo¢iselné matice, o které z predpokladu (afinni nezdvislosti
vrcholu vo, vy,...,v,) vime, ze je regularni, a tudiz jeji determinant je
alespon jedna. a

2.5.2 Véta. Je-li P neprazdny plnodimenzionalni polytop, pak algorit-
mus popsany v této kapitole nejpozdéjido k =2-(n+1)-(2(n+1)(C) +
n - (d) — n3) iteraci nalezne x € P.

Dikaz. Zacneme jednoduchym odhadem vol(Ey) < (2r)", kde r = /n -
9(Cld)+nlogn
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Nyni predpokladejme, ze algoritmus provedl k iteraci. Pak s pouzitim
uvedeného odhadu a Lemmatu 2.4.1 dostdvame vol(Ey) < vol(P), coz je
spor s invariantem algoritmu, ze cely mnohostén P je vzdy plné obsazen
v elipsoidu Fy. a

2.5.3 Dusledek. Pokud algoritmus do k iteraci nenajde x € P, pak je
P prazdny.

2.6 Jak se zbavit zjednodusujicich predpokladi

Omezenost. Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze matice
A v popisu mnohosténu P = {x | Ax < b} je plné sloupcové hodnosti;
v opacném piipadé lze snadno prejit do nizsi dimenze. Pripomenme, ze
kazd4 minimdln{ sténa P lze popsat jako mnozina {x | A’x = b’}, kde A’
je matice téze hodnosti jako A, vznikla z A vybérem vhodnych radku, a
b’ je vektor odpovidajicich slozek b. M4-li A plnou sloupcovou hodnost,
je nutné kazda minimalni sténa mnohosténu P vrcholem. Tudiz, je-li P
neprazdny, obsahuje vrchol.

Dale uz vime, ze je-li v libovolny vrchol P, pak pro jeho i-tou
soufadnici v; plati |v;| < 2(APIHrlogn  Pokud tedy P néjaké vrcholy
ma, jejich konvexni obal se jisté vejde do koule se stredem v pocatku
a prumérem R = y/n - 206:d+nlogn - Algoritmus bude po celou dobu
svého béhu zachovavat invariant, ze konvexni obal vrcholu P lezi uv-
niti aktualniho elipsoidu, coz zarucuje spravné chovani algoritmu i pro
tento pripad.

Plna dimenze.

2.6.1 Lemma. Necht A je celo¢iselnd matice a b celociselny vektor. Pak
systém Ax < b ma reseni pravé kdyz systém Ax < b+ 1-¢ ma reseni

_ 1
pro € = —2m2<A7b>_n2 .

Drikaz. Implikace zleva doprava je trivialni. Pro opa¢nou pouzijeme Far-
kasovo lemma a ukdzame, ze y z Farkasova lemmatu pro puvodni ulohu
funguje i pro odvozenou. Podrobnosti prenechame tentokrate ¢tenaii. O

Hledani optimalniho reseni.

2.6.2 Lemma. Predpokladejme, ze 1iloha ,,rozhodni, zda je mno-
hostén P je prazdny ¢i neprazny”je resitelna v polynomialnim ¢ase. Pak
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i uloha ,,nalezni x € P, nebo poznej, ze P je prazdné”, je resitelna v
polynomialnim case.

Diikaz. Uvédomme si, ze feSeni tlohy s uvolnénou pravou stranou (viz
Lemma 2.6.1) nemusi byt FeSenim puvodni ilohy (coz je ta, kterd
nis opravdu zajimd). Predeslé lemma nds ale ujistuje, ze mé-li FeSenf
uvolnénd soustava, ma feseni (ne nutné stejné) i uloha puvodni. Jde o
to, jak tuto znalost vyuzit k tomu, abychom reseni skutecné nalezli.

Idea je nasledujici: snizovat pocet nerovnosti v puvodni soustavé tak
dlouho, az ndm zbydou pouze rovnosti. Jak to provést? Nabizi se dva
zpusoby: ubirdni nadbytecnych nerovnosti a prfeména ostatnich na rov-
nice. Systém tvofeny pouze rovnicemi vytresime napi. Gaussovou elimi-
naci.

Popisme si postup trochu presnéji: Predpokladejme, Ze nase soustava,
Ax < b obsahuje k nerovnosti (a jedno kolik rovnosti — dvé opacné ne-
rovnosti po¢itame jako jednu rovnost). Vezmeme libovolnou nerovnost,
nahradime ji rovnosti a otestujeme, zda nové soustava ma feseni (pomoci
predeslého lemmatu). M4-li nové soustava feseni, ubyla ndm jedna nerov-
nost a soustava ma i nadale néjaké feseni. Nema-li nova soustava feSeni,
pak vybrana nerovnost neodpovidd zadné sténé mnohosténu a miizeme
ji proto vynechat jako nadbytecnou. a

2.6.3 Lemma. Je-li tiloha ,,nalezni x € P, nebo poznej, zZe P je prazdné”
resitelna v polynomialnim case, pak je i optimalizacni verze tilohy
resitelna v polynomialnim case.

Diikaz Ulohu max{c’x | Ax < b} vyfesime pomoci algoritmu pro tilohu
,,;halezni x € P, nebo poznej, ze P je prazdné”.

Ze silné duality vime, Ze max{c’x | Ax < b} = min{y’b | y'A =
c’, y > 0}, jsou-li obé mnoziny neprazdné. Postupovat tedy budeme

takto:

1. Otestuj zda {x € R" | Ax < b} = (. Pokud ano, pak feseni
neexistuje.

2. Uvaz P' = {(x,y) €ER"™™ | Ax < b, y >0, ylA<cl, —yl'A<
—c’, x < y'b, —c’x < —y'b}. Pokud P’ = 0, pak P je
neomezeny a maximum cilové funkce je libovolné velké. Pokud P’
neni prazdny, pak existuje xg,y, € P/, pficemz snadno vidime, Ze
X0 je pripustné feseni primérni tulohy, y, je pfipustné feseni dualni
tlohy a silné dualita nés ujistuje, ze obé jsou optimalni.
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O

Neprijemnost s odmocninami. V uvedené analyze algoritmu
pomijime skutecnost, Zze algoritmus ve zde popsané podobé pracuje s
odmocninami, a tedy pfipadné s iracionalnimi ¢isly. Tomuto problému
je mozno se vyhnout vhodnym zaokrouhlovanim, kterému uz se v tomto
textu vénovat nebudeme. Zvidavého ctenare odkazujeme na klasickou
monografii [6].

2.7 Shrnuti

Odhlédneme-li od problému s odmocninami, dokézali jsme néasledujici
vetu.

2.7.1 Véta (Chacijan, 1979). Existuje polynomialni algoritmus pro
reseni ulohy linearniho programovani.






3

Metoda vnitrniho bodu

3.1 Nacrt algoritmu

V tomto textu budeme uvazovat ulohu linedrniho programovani v rovni-
covém (téz nazyvaném standardni) tvaru:

min ¢’ x (3.1)
Ax =D
x > 0,

kde A je redlnd matice m x n, b € R™, ¢ € R™ a x € R". Zaroven
budeme pracovat s dudlni dlohou ve tvaru

maxy’ b (3.2)
Aly+s=c
s >0,

kde y € R™ a s € R"™;, proménné s; nazyvame pridavné. Bez djmy
na obecenosti budeme predpokladat, ze matice A m&a plnou radkovou
hodnost. V8imnéme si, ze pak feSeni (y,s) dudlni ilohy je mozno jedno-
znacné reprezentovat pomoci vektoru s piidavnych proménnych (z néhoz
lze y dopocitat, napt. Gaussovou eliminaci). Rekneme, ze x je strikné
pripustné teSeni, pokud x > 0 a x je pripustné feSeni; obdobné pro s.
V tomto textu se budeme vénovat problému nalezeni optimalniho feseni
primarni ulohy.

Jadrem metody je postup, ktery z libovolného strikné pripustného
feSeni primarni tlohy spoc¢itd v polynomidlnim ¢ase (skoro) optimélni
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feSeni. To se na prvni pohled nezda priliS uspokojivé: vime, Ze uz sa-
motné nalezeni néjakého pripustného teSeni tulohy lineadrniho progra-
movani je ,,stejné” obtizné jako nalezeni optimalniho teseni této ulohy.
Trik umoznujici zac¢inat rovnou se strikné pripustnym fesenim, aniz
bychom fesili néjaky linedrni program, spoc¢iva v drobné upravé tulohy
linedrniho programovéani (pfidani dvou proménnych a drobna tuprava
soustavy); v upravené uloze je mozné striktné piipustné treSeni ziskat
zadarmo, pficemz optimalni feSeni upravené ilohy piimo dava optimalni
feSeni 1ilohy puvodni.

Podobné jako elipsoidova metoda je i metoda vnitiniho bodu iteracn?
metoda. U elipsoidové metody jsme konstruovali posloupnost bodu
(sttedy elipsoidu), kterda zacinala typicky nékde vné zadaného mno-
hosténu P a pokud byl P neprazdny, koncila nékde uvnitt P. V me-
todé vnitiniho bodu budeme také konstruovat posloupnost bodu, ktera
ovSem zacind nékde uvnitt zadaného mnohosténu P, v mnohosténu P
celou dobu zustava a konéi v (témeft) optimalnim FeSeni; jedna se tedy
o posloupnost pripustnych teSeni primarni tlohy. V podobé popsané v
tomto textu jde o primarné-dudalni algoritmus, tedy o algoritmus, ktery
pracuje zaroven s feSenimi primarni i dualni tlohy; spoleé¢né s posloup-
nosti feseni primarni ilohy budeme konstruovat jesté druhou posloupnost
bodu reprezentujicich feseni dudlni ulohy.

Klicovym nastrojem metody je potencidl a zde popsana varianta al-
goritmu patii mezi metody sniZovani potencidlu. Pro dvojici (x,s) strikné
pripustych feseni primarni a dudlni ilohy definujeme potencial jako ¢islo

G(x,s) =(n + v/n)In(xs) Zln xiSi) - (3.3)

Potencial nam poslouzi dvojim zptusobem. Jednak bude uziteé¢ny pro kon-
trolu doby béhu algoritmu (napt. podle néj pozname, kdy uz muzeme
skon¢it), a jednak bude fidit volbu dalsich bodu v obou konstruovanych
posloupnostech. Obdobnou roli hraly v elipsoidové metodé elipsoidy: je-
jich objem nam slouzil jako pocitadlo, hlidajici dobu béhu algoritmu, a
elipsoidy samotné se pouzivaly ke konstrukci dalsich bodu posloupnosti.

Zahy nahlédneme, Ze pro priblizovani se k optimalni dvojici feseni
potfebujeme potencial snizovat. Necht X a § jsou aktudlni body kon-
struovanych posloupnosti. Zakladni myslenkou metody je spocitat gra-
dient g potencidlu G(x,s) vzhledem k vektoru proménnych x v misté
(x,8) a vydat se v posloupnosti feSeni primédrni tlohy smérem —g, ne-
boli za dalsi bod posloupnosti vzit x — ag pro néjaké vhodné a > 0.
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Takto jednodus$se to ovSem nepujde, protoze bychom vétsinou porusili
omezujici podminky Ax = b primarni dlohy. Proto nepujdeme piimo
ve sméru —g, ale ve sméru daném projekci vektoru —g do nadroviny
Ax = 0. Tim se vyhneme problému s omezujicimi podminkami, ale muze
se nam stat, ze tato projekce bude piili§ mald, v dusledku ¢ehoz by kroku
potfebnych k dosazeni optima bylo potfeba nepfijatelné mnoho (pokud
bychom ho vibec kdy dosahli). Z tohoto duvodu provedeme v piripadé,
ze projekce g do nadroviny Ax = 0 je mald, tzv. dudlni krok a misto
zmény TeSeni primarni ilohy zménime feSeni dualni tlohy. Napovédu ke
zmeéné dualniho reseni nam opét poskytne potencial, nebo presnéji gradi-
ent potencidlu G(x,s) vzhledem k s v misté (X, s). Ukdzeme, ze v piipadé
primarniho i dualniho kroku dojde k vyraznému snizeni potencialu, coz
bude stacit k polynomialnimu odhadu na ¢as béhu algoritmu.

Na konci tohoto hrubého nacrtu metody zminme jeste jeden klicovy
nastroj metody, totiz afinni transformaci. Metoda potiebuje, aby vSechna
feSeni, ktera postupné konstruuje, byla striktné ptripustna. To pusobi
jistd omezeni v moznostech, kterym smeérem a jak daleko se vydat pri
vypoctu dalsiho bodu posloupnosti feseni. Abychom se témto omezenim
vyhnuli, pouzijeme na zacatku kazdé iterace afinni transformaci, kterd
posledni bod priméarni posloupnosti zobrazi na bod x’ = (1,1,...,1)7.
V tomto transformovaném prostoru spocitame iteracni krok zpusobem
nac¢rtnutym vysSe a inverzni transformaci se vratime do puvodniho pro-
storu. Uvidime, ze pokles potencidlu v puvodnim prostoru bude stejné
velky jako pokles potencidlu v transformovaném prostoru. Pouzita afinni
transformace nam také podstatnym zptsobem zjednodussi praci s gradi-
entem g a jeho projekci do Ax = 0.

3.2 Zakladni definice a pozorovani

3.2.1 Lemma. Necht x je pripustné reseni primdrni tlohy a s je
pripustné reseni dualni tlohy. Pak plati

dx—y'b=s"x. (3.4)

Dikaz. cTx —y"Tb =y TAx +sTx —yTAx = s'x . a

Pfipomenme, ze potencidl dvojice (x,s) primarniho a duédlniho feSeni
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definujeme jako
G(x,s) = (n + vn)In(xTs) Zln T;S;) - (3.5)

Vsimnéme si, ze pro dvojici (x,s) blizkou optimalni dvojici FeSeni se
podle predeslého lemmatu prvni ¢len pravé strany rychle blizi k —oo;
abychom se priblizili k optimalnimu reSeni, bude proto tfeba potencial
minimalizovat. Pokud se snazime o minimalizaci potencialu, pak suma
Y 1In(zs;) v jeho definici slouzi jako bariéra kolem hranic z; > 0 a
s; > 0: pokud se néktera slozka x nebo s blizi k nule, zptsobi odecteni
této sumy vyrazny narust potencialu. Pro poradek upozorinujeme, ze pro
potencial se v jinych variantach metody vnitiniho bodu pouzivaji i jiné
funkce (napf. (n +v/n)In(x’s) — > Inx;). V nésledujicim textu bu-
deme pro zkraceni zapisu pouzivat znaceni ¢ = n + /n.

Pro velikost zapisu ulohy linearniho programovani pouzivame
oznaceni L. Nasledujici véta a jeji dusledek budou dulezité pfi rozho-
dovani o ukonceni algoritmu.

3.2.2 Véta. Necht A je celo¢iselnd matice, b, ¢ jsou celo¢iselné vektory
a necht u a v jsou vrcholy polyedru P = {x | Ax = b,x > 0}. Pak, za
predpokladu ¢’ u # ¢’ v, plati

Iclu—clv| >27% . (3.6)
Diikaz. 7 teorie mnohosténu vime, ze je-li u vrcholem polyedru P, pak
u je jedinym feSenim vhodného podsystému rovnic systému Ax = b,

x > 0. Tudiz, podle Cramerova pravidla, i-t4 soufadnice vrcholu u se da
det Az—)b
det A

(tedy A je vhodna podmatice matice (/I‘)) a Aip je matice vznikla z A
nahrazenim jejiho i-tého sloupce odpovidajicimi slozkami pravé strany
puvodniho linearniho programu. Z podoby A plyne | det /Al\ < gL—n* ol
(viz Pozorovani 2.3.2 v ¢asti o elipsoidové metodé). Obdobné pozorovani
muzeme udélat i pro vrchol v

Vime proto, ze existuji q1,q2 € N takovd, ze q1,q2 < 2 a zdroven
u’q; a vlgy jsou celoéiselné vektory. Tudiz

vyjadrit jako u; = , kde Aj je matice onoho vhodného podsystému

qclua  gpctv

qi q2

Q1QQ(CT11 — ch) 1

> 3
q192 22L

lclu—clv|=

kde v posledni nerovnosti vyuzivame skuteénosti, ze q1g2(c’u — c¢I'v) je

diky volbé q; a g2 celé cislo. O
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3.2.3 Disledek. Je-li x''s < 272L pro dvojici feseni x a (y, s) primérni
a dudlni dlohy, pak jakykoli vrchol X' takovy, ze ¢! x' < c!x, je optimalni.

Diikaz. Sporem. Predpokladejme, ze existuje vrchol x’ takovy, ze ¢l x’ <
c’'x, ale x’ nenf optimalni. Pak podle predeslé véty plati ¢! x* < ¢?'x’ —
272l kde x* je néjaky optimalni vrchol. S pouzitim piedpokladi x!'s <
272l 5 ¢Tx! < cT'x, rovnosti ¢’'x = yI'b+x!s a nerovnosti y’ b < ¢’x*
plynouci z optimality x*, dostavame kyzeny spor ¢! x* < ¢Ix’ — 2720 <
cI'x —xTs =y'b < cT'x". a

Ve zbytku této kapitoly uvadime tii pomocnéa technicka tvrzeni. Je-
jich dukazy prenechavame ctenafi jako cviceni z matematické analyzy a
linearni algebry.

3.2.4 Lemma (Geometricky a aritmeticky pramér). Pro  libo-
volna t; >0, j=1,...,n, plati:

1/n

n
1Iu] =
j=1

S|

En: t;. (3.7)
j=1

3.2.5 Lemma (Odhady logaritmii). Pro redlna c¢isla x a a spliujici
|z| <a <1 platf

332

—r — 51—a) <In(l—2z)<—x. (3.8)

3.2.6 Lemma. Je-li A matice plné fddkové hodnosti, pak je matice AAT
regularni.

3.3 Struktura algoritmu

Na zacatku najdeme dvojici striktné piipustnych feseni (xq,sg) tako-
vou, ze G(xg,80) = O(y/nL). V kazdé iteraci pak zajistime pokles po-
tencidlu o alespon 1/120 a skoné¢ime ve chvili, kdy potencial poprvé klesne
pod —24/nL. Tim bude zaruc¢en polynomialni pocet iteraci. Protoze ¢as
potfebny pro kazdou iteraci bude také omezen polynomem ve velikosti
zadani, bude i celkovy ¢as algoritmu polynomidlni.

Rozhodnuti ukoncit algoritmus pti poklesu potencialu pod hodnotu
—24/nL ospravedlnuje nésledujici lemma.
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3.3.1 Lemma. Je-li G(x,s) < —2v/nL, pak x's < e

Dikaz. Pouzijeme Lemma 3.7 pro t; = zjs;, j = 1,...,n. Po zlogarit-
movani obou stran nerovnosti (3.7) a drobné tipravé dostaneme nerovnost

nlnx’s — Zlnxjsj >nlnn . (3.9)
j=1

Podle predpokladii lemmatu, definice potencidlu (3.5) a nerovnosti (3.9)
plati

—2v/nL >G(x,s) = (n+ /n)In(x"s) Zln (x;8;)

vnlnx's+nlnn > v/nlnx’s .

Tudiz —2L > Inx"s a ditkaz je hotov. a

Diusledek 3.2.3 spolu s Lemmatem 3.3.1 zarucuji, ze pfi poklesu po-
tencidlu pod —2y/nL uz jsme takika v optimalnim FeSeni.

3.4 Jak nalézt strikné pripustna reSeni xy a sy S ome-
zenym potencialem

Chceme puvodni dvojici linearnich programu nahradit novou dvojici tak,
aby 1) pro novy linedrni program bylo snadné nalézt piripustné feseni s
malym potencidlem, a aby ii) z optimalniho feSeni nového linearniho
programu bylo mozné jednodusSSe ziskat optimalni feSeni puvodniho
linedrniho programu. Poslouzi ndm nize uvedené linearni programy.

min cI'x + 26L$n+1
Ax + (b —22lAe)x, 1 =b
(24e —c)Tx + 24bp, 0 = K
X >0
Tn+1 > 0
Ln+-2 > 0
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kde k = 26F(n + 1) — 22EcTe.

max bly + kYm+1
Aly + 2%e—c)ymi1 + s = c
(b — 22 Ae)Ty + Sp+1 = 20L
24y + Spt2= 0
S > 0
Sn+1 > 0
Sn+2 > 0

3.4.1 Lemma. Plati:

1. Vektory x' = (228 220 220 1,221 4 (y/;d) =
(0, —1; 248 245 24l 96L 94LY jisou striktné piipustnd reseni a
navic G(x',s') = O(y/nL).

2. Velikost nového linearniho programu je O(L).

3. Jsou-li vektory x* a y* optimalnim reSenim linearniho programu
(3.1) a (3.2), pak vektory ¥ = (x*,0,(k — (2*e — ¢)Tx*)/2%)
a (y",8") = (y+,0,s%,25F — (b — 22l 4e)Ty*,0) jsou optimdlnim
fesenim novych linearnich programi.

4. Maji-li oba linearni programy (3.1) a (3.2) pripustna reSeni a jsou-
li vektory x” and (y”,s") optimdlnim fesenim novych linedrnich
programi, pak vektory x a (y,s), kde x a s jsou restrikci x" a s”
na prvnich n slozek a y je restrikci y" na prvnich m slozek, jsou
optimalnim reSenim linedrnich programi (3.1) a (3.2).

Dikaz. Ovéreni prvniho, druhého a tretiho tvrzeni lemmatu je pouze
technickou zalezitosti. Posledni ¢ast vyzaduje o trochu vice prace a jeji
dikaz preskoc¢ime; pilny ¢tenar se o dukaz muze s pomoci vét (podminek)
o komplementarité primarniho a dualniho reSeni pokusit sam. a
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3.5 Iteraéni krok

Snadny pripad. V této podkapitole predpokladame, ze aktualni reseni
primarni tulohy je e = (1,...,1) a aktudlni feSeni dudlni tlohy je
s’ > 0. Jak jsme jiz popsali v tvodu, zdkladni myslenkou je zménit
feseni primarni dlohy ve sméru opa¢ném ke gradientu potencidlu G(x, s)
podle x v bodé (e, s’); zaéneme proto vypoctem tohoto gradientu g.

S
g :vXG(X7 S)‘(e,s’) — (TL + \/ﬁ) T -
1 (e,s’)

S/

=(n+vn)

Ty ©- (3.10)

Pfimo ve sméru —g ovSem jit nemuzeme, protoze bychom mohli
porusit podminky Ax = 0. Z toho duvodu spocitame projekci d vektoru
g do nadroviny {x | Ax = 0}, a pokud bude dostatec¢né velk, prejdeme
od aktualniho feSeni e primarni ilohy k feseni e —ad, pro vhodné a > 0,
jehoz velikost upresnime pozdéji.

Obrazek 3.1: Projekce vektoru g do nadroviny {x | Ax = 0}.

3.5.1 Lemma (Projekce g do nadroviny {x | Ax = 0}).
d=(I—-A(AATYTA)g . (3.11)

Drikaz. Nejprve si vSimneme, ze vektor g — d je z ortogonalniho doplnku
vektorového prostoru {x | Ax = 0} a tudiz je linedrni kombinaci radku
matice A. Jinymi slovy, existuje vektor w € R takovy, ze

g—d=A"w. (3.12)
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Podari-li se nam tento vektor w vyjadrit, budeme mit i predpis pro hle-
dany vektor d. Vyndsobenim rovnosti (3.12) zleva matici A dostaneme
(s pouzitim rovnosti Ad = 0 vyjadiujici, ze d je projekce do pozadované
nadroviny)

Ag = AATw

Diky plné fadkové hodnosti matice A je matice AAT regularni, proto
plati

= (AAT)tAg .

Dosazenim za w do rovnosti (3.12) dostaneme kyzeny vztah (3.11). O

Primarni krok. Pokud bude ||d|| > 0,22 provedeme primarni krok a
dalsi dvojici pripustnych feseni urcime podle predpisu

. d -
X=e———, S=5§ . (3.13)
4(/d|

V opaéném piipadé provedeme krok dudlni (vysvétlen déle). Pro
uspésnost primarniho kroku je tfeba ovérit dvé véci:

e opét jsme ziskali striktné pripustné feSeni primarni ilohy,
e potencial podstatné klesl.

Ovéreni téchto podminek je predmétem nasledujicich dvou lemmat.

3.5.2 Lemma (Striktni pfipustnost x). Vektor X je  strikné
pripustné reseni primarni ulohy.

Dikaz. Protoze kazda slozka vektoru Tl d” je nejvyse 1, mame zaruceno
x > 0. Protoze Ad = 0, mame zarucenou i piipustnost X. O

3.5.3 Lemma (Pokles potencialu v primarnim kroku). Po prove-
deni primarniho kroku plati

G(%,8) — Gle,d) < — . (3.14)
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Dukaz. Pro zkréceni zapisu pouzijeme v dukazu znaceni ¢ = (n++/n). Po
dosazeni za X a § podle vzorce (3.13) dostaneme (indexy nad nékterymi
relacemi pouzivame k pozdéjsimu odvolavani se na né)

dT / n
G(x,8) — G(e,s') = qln(els’ — In(
4||dH Z 4HdH

—zn:ln(s’ ) —qln(e —i—Zln
j=1

=qln(l - 4||d||eTs 4IIdH

; Tyl d <& d;

S‘q4||ol||eTs'+ a d\ﬁ; 16 [P 2(1 — 1)

dls’ dle 1

~ 9 dfeTs " afay] " 24
dT S/ 1

~4]d] (e‘qus') T

ii dl'g 1

AL

g P 1 gl 1 02 1 1
4|d| 4 24~ 4 T24 120

Nerovnost (i) vychazi z odhadu logaritmu pomoci Lemmatu (3.2.5) s

parametrem a = % (jisté mame ||| é‘H < ) Rovnost (ii) pouziva vypocet
gradientu g (3.10). Rovnost (iii) vyuzivéd vztah g'd = d’d plynouci z
Pythagorovy véty (g'g = d'd + (g — d)T(g — d)). Posledni nerovnost
vyuziva dolni mez na ||d|| pro primarni krok. O

Dudlni krok. Dudlni krok provedeme, pokud ||d|| < 0,22. Zakladni
myslenka dualniho kroku je stejné jako v kroku primarnim: spocitat gra-
dient h potencidlu G(x,s) podle s v bodeé (e, s’) a posunout reseni dudlni
ulohy ve sméru urceném vektorem —h. Podobné jako v kroku primarnim
bude ale tifeba ohlidat, abychom neporusili zadnou omezujici podminku.

Zacnéme vypoctem gradientu h. Protoze role proménnych x a s ve
funkci G(x,s) jsou symetrické, s prihlédnutim ke vztahu (3.10) rovnou
nahlédneme, ze pro gradient h potencidlu G(x,s) podle s v bodé (e,s’)
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plati

e

h = VsG(x, S)‘(e,s’) = (n+ \/ﬁ)

(3.15)

el's!

Porovnejme nyni jednotlivé slozky vektoru g a h. Plati jednoduchy vztah,
proj=1,...,n,

h; =

v |

S>>

Protoze vSechny slozky vektoru s’ jsou kladné, ukazuji vektory g a h
podobnym smeérem, presnéji rfeceno, do stejného ortantu. Vzhledem k
této podobnosti g a h, a vhledem k tomu, ze o vektoru g uz lecos vime,
budeme v dudlnim kroku pracovat s vektorem g a nikoli s vektorem h.

Oznacme si y’ druhou ¢ast slozek pripustného feSeni dudlni ulohy
odpovidajici vektoru s’; protoze se jednd o piipustné feseni, vektory y’ a
s’ splnuji

Aly' +§' =c . (3.16)

Nagim diléim cilem je zménit aktudlni dudlni piipustné feseni s’ na nové
dudlni piipustné feseni § (a pii tom zajistit pokles potencidlu). Zajistime-
li pti volbé s, zZe existuje vektor y splnujici rovnici

ATy +s5=c, (3.17)

mame zaruCenu piipustnost 8. Ze vztahu (3.16) a (3.17) plyne pro s
omezeni

s—s'=AT(y —-y) . (3.18)

Vyjadieno slovy, S—s’ musi byt linedrni kombinac{ fadku matice A, neboli
s — s’ musi byt kolmé na nadrovinu {x | Ax = 0}. S jednim vektorem
kolmym na nadrovinu {x | Ax = 0} uz jsme pracovali, totiz s vektorem
g — d. Proto se pri rozhodovéni, jak zlepSovat dudlni feseni s’, nabizi
vydat se smérem —(g—d). Tuto myslenku provedeme a v dudlnim kroku
urcime dalsi dvojici pripustnych feSeni podle predpisu

, el's’
n++/n

Podobné jako v primarnim kroku je treba ovérit dvé véci:

S=s (g—d), x=e. (3.19)
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e ziskali jsme striktné pripustné feseni dualni tlohy,
e potencial podstatné klesl.

Ovéreni téchto podminek je pfedmétem nasledujicich dvou lemmat.

3.5.4 Lemma (Striktni pripustnost s). Po  provedeni  dudlniho
kroku je s striktné pripustné reseni dualni tlohy.

Dikaz. Existence vektoru y spliujicimu rovnost (3.17) plyne z definice
S (volime §, aby § — s’ bylo linedrni kombinaci fadki AT), proto je §
pripustné reSeni. Jesté ovérime jeho striktni pripustnost.

Podle definice s a definice g, pro vektor s plati

T TI
- , e's / n+n ,
— g - —d —e—d)=
S=s - L e s - n+\/_( Ty S e d)
el's’
__°% _d+e). (3.20)

n++n

Protoze dudlni krok provadime v piipadé ||d|| < 0,22, je z posledniho
vyjadreni vidét s > 0. Tim je dukaz hotov. O

Driive nez odhadneme pokles potencialu pri provedeni dualniho kroku,
dokazeme pomocné lemma.

3.5.5 Lemma.
1
Dukaz.
" el's el'd
1 — 1— —nl 14+ —
> =i )~ ntn(® =1+ £ 9))
In(1 + d; In( ) > i e'd
—;“ +dj) —nin(l Z “sis0m) "
U

S 2(1-022) — 32°

Prvni rovnost plyne ze vztahu (3.20) odvozeného v dikazu predeslého
lemmatu. Pti dalSich upravach jsou pouzity zdkladni vlastnosti funkce
logaritmus, jeji odhady z Lemmatu 3.2.5 a horni odhad na velikost ||d||
v dudlnim kroku. O
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3.5.6 Lemma (Pokles potencidlu v dudlnim kroku). Po  prove-
deni dualniho kroku plati

G(x,

U)I

) — G(es’) < — (3.22)

OJlH

Diikaz. Zatneme pomocnym vypoctem, kde v prvni rovnosti pouiivéme
identitu (3.20) a pro prvni nerovnost vztah (3.1 ,d;)? < nd.r  d?
(dokazte si s pouzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti):

T T T/
eTs =% Td+n) < E2 (Vnlld|| +n) < &2+ 0,220/m) .
q q q

Dostavame

el's <n—|—0,22\/ﬁ_1_\/_—0,22\/ﬁ
elss = n+yn q '

Pokles potencialu pak odhadneme takto:

(3.23)

G(e,8) — G(e,s') =qIn(e’?) Zlnsj—qln —|—ZIHSJ

< 1 el's 1 eT§+ 1 ol el's
n—— —nln— 4+ — +nln
=4 el's! n 32 n
( ) el's n 1
= — N —_—
q 39
Jn—022n 1 1
< - — < =

kde nerovnost (i) plyne z odhadu (3.21) (Lemma 3.5.5) a ze vztahu
> i Insi <nl e's (3.7) (aritmeticky a ge-
ometrlcky prumer) Nerovnost (ii) vyuzivda odhad (3.23) a Lemma 3.2.5
o odhadu logaritmu. V posledni nerovnosti odhadujeme shora g pomoci
2n. ad

Obecny pripad. Pomoci vhodné afinni transformace prevedeme
obecny piipad na snadny (tj. x = e), pro ktery iteracni krok provést
jiz umime. Predpokladejme, Ze X je posledni sestrojené primérni reseni a
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s posledni sestrojené dudlni feseni. Chceme afinni zobrazeni, které zob-
razi X na e. Polozme

z1 O 0
X=1| 0 . o0 : (3.24)
0 0 =z,

Protoze x je strikné piipustné feSeni, je matice X regularni a existuje k
nf inverznf matice X 1 a plati

;b0 0
X1t=| o . 0 . (3.25)
0 0 z;!

Matice X ! je matice hledaného afiniho zobrazeni:
X lx=e

Oznac¢me x’ = X~ !x vektor novych proménnych odvozenych od x
pomoci matice X!, a vyjadieme primarn{ tlohu v Feéi téchto novych
proménnych.

min ¢! Xx'
AXx' =b
x' >0

Pii oznaceni A = AX a ¢ = ¢’ X lze tlohu pfepsat nasledovné:

min ¢’ x’ (3.26)
Ax' =b
x' >0

Uvédomme si, ze x je pfipustné feSeni pro puvodni primarni tlohu praveé
tehdy, kdyz x’ = X ~1x je pifpustné Feseni pro posledné uvedenou tlohu
linedrniho programovani.

Duadlni tloha k (3.26) pak vypada takto:

max b’y
(AX)Ty +§ = Xe¢
s'>0
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kde s’ = Xs.

Nasledujici jednoduché lemma vystihuje klicovou vlastnost uzité
afinni transformace: potencial dvojice pripustnych feSeni se transformaci
nezmeni.

3.5.7 Lemma (Zachovani potencidlu). Pro reguldrni diagonalni ma-
tici X s hlavni diagonalou Z1,...,Z,, a pro libovolna pripustna reseni
(x,8) puvodni primarni a dudlni iilohy a pro x' = X 'x as = Xs plat{

G(X,d) =G(x,s) .

Diikaz. Lemma plyne okamzité z definice potencidlu a predpisu pro x’ a
s’, podle kterych 2} = z;/Z; a s, = s;T;, a tedy z;8, = 2s. O

3.6 Jak ze skoro optimalniho reSeni najit uplné op-
timalni

Predpoklddejme, ze mame k dispozici feseni X a (y,S) tloh (3.1) a (3.2)
takova, ze x1s < 272l Pak pro kazdé i jisté Z; < 2% nebo 5; < 2L,
Budeme se snazit kazdou malou slozku nahradit nulou, a ostatni zménit
tak, abychom stale meéli piipustnd reSeni. Pokud se nam to podari, bude
vyslednd dvojice TeSeni jisté spliiovat podminky komplementarity (tj.
x's = 0) a ptjde tedy o optimalni feseni. Podobné jako v piedeslé ¢asti
budeme predpokladat, ze matice A a vektory b a c jsou celociselné.
Pro n-slozkovy vektor u € R" zavedeme néasledujici znaceni:

M(u) = {j | u; <277},

V(w) ={j |u;>27"}.

Pro matici A a mnozinu indexu J ozna¢me Aj; podmatici matice A
tvorenou sloupci s indexy z J. Zatneme dvéma pomocnymi lemmaty,
s jejichz pomoci pak provedeme naznaceny plan na zaokrouhleni.

3.6.1 Lemma. Je-li x pripustné reSeni tilohy (3.1), pak v polynomidlnim
case lze najit pripustné reseni X takové, zZe
o £; =2, proj € M(x),

e sloupce matice Ay (x) jsou linedrné nezavisleé.
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Driikaz. Predpokladejme, Ze sloupce matice Ay (xy jsou linearné zavislé
(v opaéném piipadé polozime X = X a jsme hotovi). Pak jisté homogenni
soustava Ay (gyv = 0 md netrividlni feseni; oznactme v/ néjaké takové
feseni doplnéné nulami na soufadnicich M (x) na vektor délky n. Vhod-
nou volbou skaldru A # 0 je vektor X’ = X — A\v/ piipustnym Fesenim
soustavy (3.1) a navic V(X’') € V(x). Opakujeme-li tento postup, dosta-
neme po nejvysse n iteracich vektor x s kyzenymi vlastnostmi. a

3.6.2 Lemma. Je-li X pripustné reseni tilohy (3.1), pak existuje vrchol v
mnohosténu P = {x | Ax = b, x > 0} spliujici v; = 0 pro kazdé
j € M(x). Obdobné, je-li (y,S) pripustné reseni tlohy (3.2), pak existuje
vrchol (y', s') mnohosténu Q = {(y,s) | s > 0 and AT y+s = ¢} sphiujici
A;fy’ = ¢; pro kazdé j € M (s).

Dikaz. V dukazu Véty 3.2.2 jsme nahlédli, ze kazda nenulova slozka
libovolného vrcholu v mnohosténu P je vetsi nez 1/ 2L_”2, kde L je
velikost zapisu linedrniho programu (3.1). Pro zjednoduseni pro zatim
predpokladejme, ze mnohostén P je omezeny. Pak dané pripustné reSeni
X je, podle Carathéodorovy véty o konvexnim obalu, konvexni kombi-
nac{ néjakych p < n + 1 jeho vrcholu vi,...,vp, neboli x = >0 \v;
pro né&jaké nezdporné koeficienty A1, ..., A\, se souctem jedna. Tudiz jisté
alespon jeden koeficient, ozna¢me ho i, splnuje \; > 1/(n+1). Ukazeme,
ze v; ; = 0 pro kazdé j € M(x), neboli v = v; je hledany vrchol.

Pfedpokladdejme pro spor, ze v; ; > 0 pro néjaké j € M(x). Pak do-
konce v; j > 1/ 2L protoze jde o vrchol P. Pouzijme tento fakt k dolnimu
odhadu velikosti z;:

1 1 1
n+1 2L-n? 7 9L

p

— k

Tj = E )\k’Uj > )\i’U@',j >
k=1

coz je ovSem spor se skutecnosti j € M (X).

Druha ¢ast lemmatu se dokaze obdobné. Podle Carathéodorovy véty
existuje ¢ = m + 1 vrcholu (y,,s;) mnohosténu @ takovych, ze (y,s)
je jejich konvexni kombinaci, neboli (¥,8) = 7 ; ui(y;,si) pro vhodné
nezdporné koeficienty u; se souctem jedna. Necht i je index spliujici
i > 1/(m 4+ 1). Ukdzeme, ze vrchol (y;,s;) ma pozadované vlastnosti.
Kdyby pro néjaké j € M (s) neplatilo A;—.Fyi = ¢;, pak podobné jako
v predeslém pifpadé dokonce plati st > 1 /2L. Protoze s je konvexni

J
kombinaci s1, ...,s, s koeficienty p1, ..., py, dostaneme opét spor. a
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Pro dana pripustna feSeni X a S najdeme nejprve podle Lemmatu 3.6.1
pifpustné feseni x takové, ze matice Ay (g) ma linedrné nezévislé sloupce.
Podle Lemmatu 3.6.2 existuje pripustné feseni v primarni ilohy se vsemi
soufadnicemi z M (%X) nulovymi, a také pripustné feseni (y’,s’) dudlni
tlohy se vSemi soutadnicemi V(x) C M (S) nulovymi. Protoze sloupce
matice Ay () jsou linedrné nezévislé, je vrchol v urcen jednoznacné a lze
ziskat feSenim soustavy linearnich rovnic Ax = b pii nastaveni x; = 0
pro kazdé i € M(X). Protoze v!''s’ = 0, je v hledané optimdlni feSeni.

Pro uplnost jesté dodavame, ze existuje nékolik dalsich postupt pro
prechod od skoro optimélniho feseni k optimalnimu.

3.7 Shrnuti

Prehlédneme-li drobné implementaéni obtize s odmocninami, dopracovali
jsme se k néasledujici vété. Pripomenme si, ze pocet iteraci algoritmu je
O(y/nL) a nejslozitéjsi operaci v iteraci je maticové nasobeni (pii Gaus-
sové eliminaci O(n?) aritmetickych operacf).

3.7.1 Véta (Karmarkar, 1984). Existuje algoritmus pro feSeni tlohy
linedrniho programovéni s pouzitim O(n3°L) aritmetickych operaci.

Poznamka. Puvodni Karmarkaruv algoritmus z roku 1984 se od zde
popsaného algoritmu v mnohém lis{ (jiny potencidl, jind transformace,
jiny poéet iteraci, ..., nicméné slozitost O(n3°L) ); tento text vychazi
predevsim z algoritmu navrzeného Ye [13] (viz téz Freund [2] a Go-
emansuv ucebni text [3]). Karmarkaruv algoritmus byl ale prvnim ze
skupiny metod vnitifnich bodu, pro které byl dokazan polynomidlni od-
had na dobu béhu.
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