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matiky (CE – ITI, projekt P202/12/G061 GA ČR).
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2.5 Kdy skončit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Stručný historický úvod

Soustavám lineárńıch nerovnic a teorii mnohostěn̊u, včetně jejich apli-
kaćı, věnovali matematikové pozornost přinejmenš́ım od 19. stolet́ı. Jme-
nujme alespoň Fouriera, ještě před ńım Lagrangea a Bernoulliho, později
Farkase a Minkowského. Za počátek nového oboru nazývaného lineárńı
programováńı se pokládá ale až druhá polovina 40. let 20. stolet́ı. Mate-
matické základy oboru tehdy položili předevš́ım von Neumann a trojice
matematik̊u Gale, Kuhn, Tucker. Jejich hlavńım př́ınosem bylo vybu-
dováńı teorie duality lineárńıho programováńı; von Neumann ve svém
př́ıstupu využil výsledky, které źıskal při práci na jiném novém oboru
rozv́ıjej́ıćım se v té době, teorii her. Ještě před nimi se nezávisle na sobě
souvisej́ıćım problémum věnovali v Sovětském svazu Kantorovič a ve Spo-
jených státech Hitchcock; jejich práce z̊ustaly žel řady let nedoceněny.

Kĺıčovým momentem pro vývoj lineárńıho programováńı byl Dant-
zig̊uv simplexový algoritmus (publikován 1947), který se na mnoho let
stal nezbytnou součást́ı oboru. Nezanedbatelným podnětem, který roz-
voj lineárńıho programováńı podstatně ovlivnil a podpořil, byl př́ıchod
poč́ıtač̊u, z nichž prvńı přǐsly na svět právě ve 40. letech. Uspokojivé
praktické výsledky simplexového algoritmu byly výborným doporučeńım
pro jeho široké použit́ı v praxi a lineárńı programováńı se simplexovým
algoritmem se na dlouhou dobu stalo nezbytným arzenálem ekonomů.
Za zmı́nku stoj́ı v této souvislosti skutečnost, že Kantorivič a Koop-
mans, kteř́ı výrazně přispěli k rozvoji lineárńıho programováńı, obdrželi
společně v roce 1975 Nobelovu cenu za ekonomii.

Téměř odděleně prob́ıhal vývoj týkaj́ıćı se obecněǰśıch optima-
lizačńıch problémů. V tomto světě se dočkaly velkého rozkvětu v 60.
letech 20. stolet́ı postupy známé dnes předevš́ım pod jménem metody



2 Kapitola 1. Stručný historický úvod

vnitřńıho bodu (Frisch, Fiacco, McCormick). Algoritmy navržené v této
době však často trpěly numerickou nestabilitou.

S novým podnětem k daľśımu rozvoji lineárńıho programováńı přǐsla
na počátku 70. let teorie složitosti. Nejprve se řada lid́ı pokoušela
dokázat, že simplexový algoritmus pracuje v polynomiálńım čase. V roce
1972 ovšem Klee a Minty popsali př́ıklad ukazuj́ıćı exponenciálńı časovou
složitost pro některé varianty simplexového algoritmu; brzy přibyly po-
dobné výsledky i pro jiné varianty algoritmu. To podńıtilo zájem o alter-
nativńı postupy na řešeńı úloh lineárńıho programováńı. Zlom přicháźı
v roce 1979, kdy ruský matematik Chačijan publikoval v ruštině krátký
článek (bez d̊ukaz̊u) o tom, jak lze pomoćı tzv. elipsoidové metody řešit
úlohu lineárńıho programováńı v polynomiálńım čase; samotná metoda
byla navržena již dř́ıve v 70. letech pro problémy konvexńıho nelineárńıho
programováńı (Yudin, Nemirovski, Šor). Výsledek měl nebývalý mediálńı
ohlas, žel se ale záhy ukázalo, že k praktickému použit́ı se metoda nehod́ı.
Hledáńı alternativ simplexového algoritmu pokračovalo.

Daľśım mezńıkem v historii lineárńıho programováńı byl rok 1984,
kdy Karmakar ze společnosti AT&T navrhl algoritmus spadaj́ıćı do sku-
piny metod vnitřńıho bodu a dokázal, že doba jeho běhu je polynomiálńı.
Jak jsme již zmı́nili výše, samotná metoda nebyla nová, hlavńı Karmar-
kar̊uv př́ınos byl v aplikaci metody na úlohu lineárńıho programováńı
a zejména v analýze časové složitosti algoritmu. Za zmı́nku stoj́ı, že
velmi podobný algoritmus pro lineárńı programováńı navrhl (1967) a
posléze (1974) dokázal jeho konvergenci k optimálńımu řešeńı Kanto-
rovič̊uv student, ruský matematik Dikin; jeho práce žel z̊ustala dlouho
nepovšimnuta. Od roku 1984 byly publikovány doslova tiśıce článk̊u
týkaj́ıćıch se metod vnitřńıho bodu. Velmi zhruba se daj́ı rozdělit na
metody snižováńı potenciálu (sem patř́ı Karmakar̊uv algoritmus a také
algoritmus popsaný v tomto textu), metody sledováńı centrálńı cesty (ty
se dnes zdaj́ı nejlepš́ı pro praktické použit́ı a hojně se použ́ıvaj́ı v soft-
warových baĺıćıch pro lineárńı programováńı, předevš́ım algoritmy tzv.
Mehrotrova typu) a metody afinńıch transformaćı (u těch se většinou
dokazuje pouze konvergence k optimálńımu řešeńı, nikoli polynomiálńı
odhad na časovou složitost); mnohé varianty také najdete pod jménem
bariérové metody. Mimo jiné se ukázalo, že tyto metody jsou použitelné
i pro některé jiné problémy konvexńı optimalizace, předevš́ım pro semi-
definitńı programováńı. Nepř́ımým d̊usledkem Karmakarovy práce je i
to, že došlo k větš́ımu propojeńı dvou vědeckých komunit: komunity eko-
nomů věnuj́ıćıch se lineárńımu programováńı, a komunity matematik̊u
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studuj́ıćıch nelineárńı optimalizaci.
Na závěr si ještě všimněme některých rozd́ıl̊u mezi simplexovým al-

goritmem, elipsoidovou metodou a metodou vnitřńıho bodu. Simplexový
algoritmus chod́ı po hranici mnohostěnu, totiž po jeho vrcholech. Elipsoi-
dový algoritmus se (kromě posledńıho kroku) pohybuje vně mnohostěnu.
Metoda vnitřńıho bodu na rozd́ıl od obou ostatńıch metod pracuje uv-
nitř mnohostěnu. Svou podstatou je simplexový algoritmus diskrétńım
algoritmem, zat́ımco elipsoidová metoda i metoda vnitřńıho bodu je
iteračńım algoritmem.

Pro seznámeńı se se základy teorie lineárńıho programováńı do-
poručujeme čtenáři učebńı text J. Matouška Lineárńı programováńı

a lineárńı algebra pro informatiky [7], př́ıpadně rozš́ı̌renou anglickou
verzi [8].

Pozornosti zv́ıdavého čtenáře doporučujeme dále následuj́ıćı výsledky
(a jeden problém):

• Silně polynomiálńı algoritmus pro lineárńı programy s koeficienty
1, -1, 0 – Tardos [12].

• Silně polynomiálńı algoritmus pro lineárńı programy v omezené
dimenzi – Megiddo [9].

• Zd̊uvodněńı, proč simplexový algoritmus potřebuje ,,většinou”
pouze polynomiálńı čas – Spielman a Teng [11].

• Hirschova (polynomiálńı) hypotéza - do optimálńıho vrcholu vždy
vede ,,krátká” cesta po hranici mnohostěnu.
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Elipsoidová metoda

2.1 Náčrt algoritmu

Zadáńı: Pro daný mnohostěn P = {x | Ax ≤ b} naj́ıt x ∈ P , pokud
existuje, a v opačném př́ıpadě rozpoznat, že P je prázdný.

V tomto textu poṕı̌seme tzv. elipsoidovou metodu, což je algorit-
mus, který daný problém řeš́ı v polynomiálńım čase vzhledem k velikosti
zadáńı (podrobnosti ńıže). Na konci kapitoly uvedeme, jak algoritmus
zobecnit pro řešeńı optimalizačńı verze problému, tedy pro úlohu úlohu
max{cTx | Ax ≤ b}.

Pro zjednodušeńı popisu algoritmu budeme prozat́ım o mnohostěnu P
předpokládat:

P1 P je omezený (tj. celý P se vejde do koule o dostatečně velkém
pr̊uměru),

P2 Je-li P neprázdný, pak je plné dimenze (tj. pro dostatečně malé
ǫ > 0 se do P vejde celá koule s pr̊uměrem ǫ).

Hrubý náčrt algoritmu: Najdeme dostatečně velký elipsoid E0 ta-
kový, aby obsahoval celý mnohostěn P (předpoklad P1 zaručuje, že ta-
kový elipsoid existuje) a opakovaně provád́ıme následuj́ıćı. Pokud střed
zk elipsoidu Ek lež́ı uvnitř P , našli jsme požadované řešeńı. V opačném
př́ıpadě v́ıme, že zk porušuje nějakou nerovnost ze systému Ax ≤ b,
řekněme i-tou nerovnost aTi x ≤ bi. Vezmeme poloprostor odpov́ıdaj́ıćı
porušené nerovnosti a posuneme ho tak, aby jeho hranice procházela bo-
dem zk; označme Hk tento posunutý poloprostor, tedy Hk = {x | aTi x ≤
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aTi zk}. Pak celý mnohostěn P lež́ı v pr̊uniku elipsoidu Ek s poloprosto-
rem Hk. Najdeme nový (menš́ı) elipsoid Ek+1 obsahuj́ıćı Ek ∩Hk a krok
opakujeme.

Jak poznáme, že je P prázdný a že můžeme přestat s kon-
strukćı nových elipsoid̊u? Využijeme náš druhý předpoklad P2. Je-li P
neprázdný, je možno na základě A a b spoč́ıtat dolńı odhad na objem
P . Pokud zajist́ıme, že objem elipsoidu Ek+1 je vždy výrazně menš́ı než
objem elipsoidu Ek, pak po dostatečném počtu krok̊u budeme vědět, že
neprázdný P by se již d́ıky svému objemu do elipsoidu El, pro dostatečně
velké l, nevešel a tud́ıž P muśı být prázdný.

Abychom dostatečně popsali elipsoidovou metodu (za výše uvedených
předpoklad̊u P1 a P2), potřebujeme zodpovědět tyto otázky:

1. Jak na počátku volit elipsoid E0 tak, aby P ⊆ E0?

2. Jak ze starého elipsoidu Ek spoč́ıtat nový Ek+1, neboli jak volit pa-
rametry nového, aby obklopoval, co má, a přitom byl co do objemu
podstatně menš́ı?

3. Kolik iteraćı je třeba provést k nalezeńı x ∈ P nebo k rozpoznáńı,
že P je prázdné?

Dále bude třeba ukázat, jak se předpoklad̊u P1 a P2 zbavit. Než se
ale těmto otázkám budeme věnovat, zavedeme a připomeneme některé
základńı potřebné pojmy a skutečnosti.

2.2 Opakovańı z lineárńı algebry

Porovnáńı vektor̊u (př́ıpadně matic) provád́ıme po složkách: pro vektory
x,y ∈ Rn ṕı̌seme x ≤ y, pokud xi ≤ yi pro i = 1, . . . , n. Jednotkovou ma-
tici znač́ıme I. Opakovaně budeme pracovat s vektory 0 = (0, 0, . . . , 0)T

a e1 = (1, 0, . . . , 0)T .

2.2.1 Definice. Symetrickou matici A ∈ Rn×n nazýváme positivně de-
finitńı, jestliže ∀x 6= 0 plat́ı xTAx > 0.

2.2.2 Tvrzeńı. Pro pozitivně definitńı matici A plat́ı:

• Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná,

• inverzńı matice A−1 je také pozitivně definitńı,
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• existuje právě jedna pozitivně definitńı matice Q taková, že A =
QT ·Q; takovou matici Q znač́ıme A1/2.

Pro nás bude d̊uležitá posledńı vlastnost.

2.2.3 Definice. Množinu

E(a, A) = {x ∈ Rn | (x− a)TA−1(x− a) ≤ 1} ,

kde A je pozitivně definitńı matice, budeme nazývat elipsoidem se
středem v a a určeným matićı A.

2.2.4 Př́ıklad. E(0, I) = {x ∈ Rn | xTx ≤ 1} – jednotková koule se
středem v počátku.

2.2.5 Definice. Zobrazeńı T : Rn → R

n nazýváme afinńı zobrazeńı,
pokud je dáno předpisem T (x) = Qx + s, kde Q ∈ Rn×n je matice a
s ∈ Rn je vektor (tj. T je složeńım lineárńıho zobrazeńı a posunut́ı).

2.2.6 Tvrzeńı. Každý elipsoid E(a, A) je afinńım obrazem jednotkové
koule:

E(a, A) = A1/2 · E(0, I) + a .

D̊ukaz. E(a, A) = {x ∈ R

n : (x − a)TA−1(x − a) ≤ 1} = {x ∈
R

n | (x−a)T ·A−1/2T ·A−1/2 · (x−a) ≤ 1}. Označme y = A−1/2 · (x−a).
Potom A1/2y+a = x. Dosad́ıme-li do formule popisuj́ıćı elipsoid, źıskáme
(uvědomme si, že A−1/2 je také positivně definitńı matice, tud́ıž je sy-

metrická a A−1/2 = A−1/2T ):

E(a, A) = {(A1/2y+ a) ∈ Rn | yTy ≤ 1} = A1/2 · E(0, I) + a .

⊓⊔

Pro T ⊆ Rn budeme vol(T ) označovat objem množiny T .

2.2.7 Tvrzeńı. Pro afinńı zobrazeńı T : Rn → R

n dané předpisem
T (x) = Qx+ t a množinu X ⊆ Rn plat́ı:

vol(T (X)) = | detQ| · vol(X) .

V př́ıpadě elipsoid̊u dostaneme rovnost:

vol(E(a, A)) = | det(A1/2)| · vol(E(0, I)).
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2.2.8 Pozorováńı. Pro objem elipsoidu E(a, A) plat́ı:

| det(A1/2)| · n−n ≤ vol(E(a, A)) ≤ | det(A1/2)| · 2n .

Odhady se oṕıraj́ı o objem krychle vepsané, resp. opsané.

2.2.9 Definice. Velikost zápisu. Pro celé č́ıslo k znač́ıme 〈k〉 = 1 +
⌈log2(|k|+1)⌉, což je počet bit̊u potřebných pro zápis k včetně znaménka.
Podobně pro racionálńı č́ıslo r = p

q , kde p a q jsou nesoudělná, znač́ıme

〈r〉 = 〈p〉+ 〈q〉. Pro racionálńı vektor v ∈ Qn znač́ıme 〈v〉 = ∑n
i=1〈vi〉 a

pro matici A ∈ Qm×n obdobně 〈A〉 = ∑m
i=1

∑n
j=1〈ai,j〉.

Je užitečné uvědomit si, že pro každé přirozené č́ıslo r plat́ı nerovnost
|r| ≤ 2〈r〉−1 − 1.

2.3 Počátečńı elipsoid

Začneme připomenut́ım známé nerovnosti poskytuj́ıćı horńı odhad na
velikost determinantu matice.

2.3.1 Lemma (Hadamardova nerovnost). Pro každou čtvercovou
matici C plat́ı:

| detC| ≤
n
∏

i=1

‖Ci‖ ,

kde Ci označuje i-tý sloupec matice C a ‖u‖ velikost vektoru u.

V d̊ukazu hlavńıho výsledku této kapitolky bude naš́ım nástrojem
následuj́ıćı lemma.

2.3.2 Lemma. Necht’ C je celoč́ıselná matice n× n. Pak plat́ı

| detC| ≤ 2〈C〉−n2
.

D̊ukaz.

1 + | detC| ≤ 1 +

n
∏

i=1

‖Ci‖ ≤
n
∏

i=1

(1 + ‖Ci‖) ≤
n
∏

i=1

2‖Ci‖−n = 2〈C〉−n2
.

V úpravách jsme kromě Hadamardovy nerovnosti použili pro velikost n-
složkového racionálńıho vektoru x odhad ‖x‖ ≤ 2〈x〉−n − 1, odvozený
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takto:

1 + ‖x‖ ≤1 +
n
∑

i=1

|xi| ≤
n
∏

i=1

(1 + |xi|) ≤ (2.1)

n
∏

i=1

(1 + (2〈xi〉−1 − 1)) ≤
n
∏

i=1

2〈xi〉−1 = 2〈x〉−n.

⊓⊔

2.3.3 Lemma. Je-li P = {x | Cx ≤ d} ⊆ Q

n omezený mnohostěn a
C a d jsou celoč́ıselné, pak všechny vrcholy P jsou obsaženy v kouli se
středem v počátku a poloměrem R =

√
n · 2〈C,d〉+n logn.

D̊ukaz. Uvažme libovolný vrchol v polytopu P . Z teorie mnohostěn̊u
v́ıme (např. [1]), že pak existuje podsystém nerovnost́ı C ′x ≤ d′ (vy-
braný ze systému nerovnost́ı Cx ≤ d) takový, že v je jediným řešeńım

C ′x = d′. Z Cramerova pravidla dostáváme: vi =
det(C′

i)
det(C′) , kde C ′

i je

matice vzniklá z C ′ nahrazeńım i-tého sloupce vektorem d′. Protože ma-
tice C ′ je celoč́ıselná a regulárńı, máme |det(C ′)| ≥ 1. Pro horńı odhad
velikosti vi užijeme následuj́ıćı horńı odhad velikosti determinantu. K
dokončeńı d̊ukazu Lemmatu 2.3.3 si všimneme, že 〈C ′

i〉 ≤ 〈C,d〉. Zbývá
upoč́ıtat délku vektoru o všech složkách velikosti nejvýše 2〈C,d〉+n logn:

‖v‖ ≤
√

∑n
i=1(2

〈C,d〉+n logn)2 =
√
n · 2〈C,d〉+n log n, což je hledaný po-

loměr R. ⊓⊔

Jako počátečńı elipsoid E1 použijeme tedy kouli E(, R · I).

2.4 Iteračńı krok: výpočet Ek+1 z Ek

Snadný př́ıpad: Ek = E(0, I) a Hk = {x | x1 ≤ 0}. V této části
předpokládáme, že Ek = E(0, I) a Hk = {x | x1 ≤ 0}. Pro zjednodušeńı
zápisu (ušetřeńı index̊u) budeme použ́ıvat značeńı B mı́sto Ek (jedná
se o jednotkovou kouli kolem počátku) a H mı́sto Hk. Máme tedy B =
{x ∈ Rn | xTx ≤ 1}, H = {x ∈ Rn | eT1 x ≤ 0} a označme B− = B ∩H
,,zápornou” polovinu jednotkové koule se středem v počátku, to jest

B− = {x ∈ Rn|xTx ≤ 1, x1 ≤ 0}.

Hledáme elipsoid E′ obsahuj́ıćı B−, který bude ,,malý”. Přesněji, chceme,
aby vol(E′) ≤ q · vol(E) pro nějakou konstantu q < 1. Protože množina
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B

E′

B−

Obrázek 2.1: Hledané E′.

B− je symetrická kolem osy x1, budeme hledat E′ ve tvaru

E′ = {x ∈ Rn|(x− z)TZ−1(x− z) ≤ 1},

kde z = t · e1 pro t ∈ R− a Z je diagonálńı matice. Vezměme 0 < p < 1
a d > 1 a diagonálńı matici Z takovou, že

Z−1 =















1
p2

1
d2

1
d2

. . .
1
d2















.

Pak elipsoid E′ bude ve směru prvńı souřadnice smrštěný (ve srovnáńı
s kouĺı o stejném počátku) a ve směru všech ostatńıch souřadnic
roztažený. Chceme, aby se tento náš nový elipsoid E′ toho p̊uvodńıho
E = B dotýkal v bodech −e1 a e2 (viz obr. 2.1) a ze všech ta-
kových chceme ten s nejmenš́ım objemem. Z prvńı podmı́nky na dotek
dostáváme následuj́ıćı omezeńı:

(−1− t)eT1















1
p2

1
d2

1
d2

. . .
1
d2















(−1− t)e1 = 1

a tedy:
(1 + t)2

p2
= 1 .
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Ze druhé podmı́nky na dotek dostáváme:

(−t, 1, 0, ..., 0)















1
p2

1
d2

1
d2

. . .
1
d2





























−t
1
0
...
0















= 1 ,

tedy
t2

p2
+

1

d2
= 1 .

Z výše uvedených výraz̊u vyjádř́ıme 1/p2 a 1/d2 jako funkce proměnné
t:

1

p2
=

1

(1 + t)2
,

1

d2
=

1 + 2t

(1 + t)2
.

Nyńı máme dvě podmı́nky na tři proměnné. Třet́ı podmı́nku źıskáme
z požadavku na minimálńı objem elipsoidu E′, pro který podle Tvr-
zeńı 2.2.7 plat́ı vol(E′) =

√

| det(Z)|vol(B), což je rovno

vol(E′) = pdn−1vol(B) =
(1 + t)n

√

(1 + 2t)n−1
vol(B) .

Snadno ověř́ıme, že vol(E′) jako funkce proměnné t nabývá svého minima
pro

t =
−1

n+ 1
.

Dosazeńım za p, d a t dostáváme, že hledaný elipsoid E′ je tvaru

E′ =

{

x ∈ R2 | (x+
1

n+ 1
e1)

TD(x+
1

n+ 1
e1) ≤ 1

}

,

kde

D =













(n+1)2

n2 0 ... 0

0 n2−1
n2 ... 0

0 0
. . . 0

0 0 . . . n2−1
n2













.

Pro kontrolu ověř́ıme, že elipsoid E′ vskutku obsahuje celou
,,zápornou polovinu”koule B, tedy že B− ⊆ E′. Vı́me, že pro x ∈ B−
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plat́ı xTx ≤ 1, x1 ≤ 0. Rozepsáńım podmı́nky v zápisu E′ dostaneme

(

n+ 1

n

)2

(x1 +
1

1 + n
)2 +

(

n2 − 1

n2

) n
∑

i=2

x2i ≤ 1 .

Podle předpoklad̊u
∑n

i=1 x
2
i ≤ 1 a proto také

(

n2 − 1

n2

) n
∑

i=2

x2i ≤
n2 − 1

n2
(1− x21) .

Levá straně nápadně připomı́ná omezeńı v zápisu elipsoidu E′. Všimneme
si dále, že

(

n+ 1

n

)2(

x1 +
1

n+ 1

)2

=

(

n+ 1

n

)2

x21 + 2
n+ 1

n2
x1 +

1

n2
.

Posledńı dvě nerovnosti (resp. nerovnost a rovnost) sečteme. S užit́ım
x21 + x1 ≤ 0 pro −1 ≤ x1 ≤ 0 dostaneme kýžené

(x+
1

n+ 1
e1)

TZ−1(x+
1

n+ 1
e1)

T ≤ 1 .

Zbývá ukázat, že nový elipsoid bude mı́t objem výrazně menš́ı, než
elipsoid p̊uvodńı.

2.4.1 Lemma.
vol(E′)

vol(B)
≤ e

−1
2(n+1) .

D̊ukaz. Připomeňme, že vol(E′) =
√
detZ · vol(B). Proto

vol(E′)

vol(B)
=

√
detZ =

√

n2

(n+ 1)2
·
√

(

n2

n2 − 1

)n−1

=
n

n+ 1
·
(

n2

n2 − 1

)
n−1
2

= (1− 1

n+ 1
) · (1 + 1

n2 − 1
)
n−1
2

≤ e
− 1

n+1
+n−1

2
· 1
n2−1 = e

− 1
n+1

+ 1
2(n+1) = e

−1
2(n+1) .

Pro pořádek dodejme, že ve výpočtu jsme použili odhad 1 + x ≤ ex. ⊓⊔

Obecný př́ıpad. Připomeňme si situaci. Je dán elipsoid E se středem
v a určený pozitivně definitńı matićı A. Dále je dán poloprostor H
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c

z

R−1

R

T−1

T

a

E

f

E′

Obrázek 2.2: Obrázek demonstruje, jaká zobrazeńı použijeme.

s normálovým vektorem c, jehož hranice procháźı středem a elipsoidu E;
poloprostorH odpov́ıdá porušené nerovnosti. Vı́me, že všechna př́ıpustná
řešeńı se vyskytuj́ı v poloprostoruH. Označme Q = A1/2. Formálně tedy:

E = E(a, A) = {x ∈ Rn | (x− a)TA−1(x− a) ≤ 1} = Q · E(0, I) + a ,

H = {x ∈ Rn | cTx ≤ cTa} = {x ∈ Rn | cT (x− a) ≤ 0} .

Hledáme elipsoid E′ = E(f, C) ⊇ E ∩H s co nejmenš́ım objemem.
Znovu využijeme skutečnosti, že každý elipsoid je afinńım obrazem

jednotkové koule. Pro daný elipsoid E = E(a, A) označme T afinńı zob-
razeńı, které jednotkovou kouli se středem v počátku zobraźı na E; s po-
moćı T−1 zobraźıme naopak náš elipsoid E na jednotkovou kouli. Toto
zobrazeńı T−1 aplikujeme také na poloprostor H = {x | cT (x− a) ≤ 0}.
Všimněme si, že poloprostor T−1(H) typicky nebude totožný s polo-
prostorem H0 = {x ∈ R

n | x1 ≤ 0}, ale pro vhodnou rotaci R ko-
lem počátku jistě T−1(H) = R(H0). Abychom mohli použ́ıt výsledek z
předešlé sekce, zobraźıme poloprostor T−1(H) pomoćı R−1 na H0 (viz
obr. 2.2). Pak jistě

R−1(T−1(E)) ∩R−1(T−1(H)) ⊆ E(
−1

n+ 1
e1, Z) , (2.2)

a tud́ıž elipsoid T (R(E( −1
n+1e1, Z))) obsahuje E ∩ H. Chceme proto

spoč́ıtat zobrazeńı T a R.
V daľśıch výpočtech využijeme o zobrazeńı T následuj́ıćı vlastnosti:

• T (y) = Q · y+ a

• T−1(x) = Q−1 · (x− a)
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• T−1(H) = {T−1(x) | cT (x− a) ≤ 0} = {y ∈ Rn | cT (T (y)− a) ≤
0} = {y | cTQy ≤ 0} = {y | (Qc)Ty ≤ 0}.

Po rotaci R vyžadujeme jedinou vlastnost, totiž

R−1

(

Qc

‖Qc‖

)

= e1 . (2.3)

Všimněme si, že v R2 je rotace R určena jednoznačně, ale v prostorech
vyšš́ıch dimenźı už nikoli (což nám ovšem nevad́ı, jak za chv́ıli uvid́ıme).
Nyńı použijeme složeńı zobrazeńı T a R k popsáńı E′ (pro jednodu-
chost pož́ıváme R pro označeńı zobrazeńı i označeńı matice totoho zob-
razeńı). Připomeňme si ještě z lineárńı algebry, že pro matici R rotace
plat́ı RRT = I.

2.4.2 Věta. Pro elipsoid E′ = E(f, C) se středem v f a určeném matićı
C, kde

f = a− 1

n+ 1

Ac√
cTAc

,

C =
n2

n2 − 1
· (A− 2

n+ 1

AccTAT

cTAc
) ,

plat́ı:

E(a, A) ∩ {x | cT (x− a) ≤ 0} ⊆ E(f, C) , (2.4)

vol(E(f, C))

vol(E(a, A))
≤ e

−1
2(n+1) . (2.5)

D̊ukaz. Nejprve urč́ıme střed f elipsoidu E′, pomoćı zobrazeńı R a T :

f = T (R(z)) = T

( −1

n+ 1
· Qc

‖Qc‖

)

= a− 1

n+ 1

Ac√
cTAc

.

Před určeńım C provedeme pomocný výpočet.

x− f = x− T (R(z)) = x− a−QRz = QR(R−1Q−1(x− a)− z).
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Nyńı opět využijime vlastnosti T a R, a pomocný výpočet:

E(f, C) ={T (Ry) | (y− z)TZ−1(y− z) ≤ 1}
={x | (R−1T−1(x)− z)TZ−1(R−1T−1(x)− z) ≤ 1}
={x | (R−1Q−1(x− a)− z)TZ−1(R−1Q−1(x− a)− z) ≤ 1}
={x | R−1Q−1(x− f))TZ−1(R−1Q−1(x− f)) ≤ 1}
={x | (x− f)TQ−1TR−1TZ−1R−1Q−1(x− f) ≤ 1}
={x | (x− f)TC−1(x− f) ≤ 1} ,

neboli
C = (QRZ1/2)(QRZ1/2)T .

S využit́ım předešlého výpočtu a znalosti Z = diag
(

n2

(n+1)2
, n2

n2−1
, ...

)

vyjádř́ıme matici C pomoćı matice A a vektoru a.

C =Q ·R · Z ·RT ·QT

=
n2

n2 − 1
·Q ·R · diag

(

n− 1

n+ 1
, 1, . . . , 1

)

·RT ·QT

=
n2

n2 − 1
· (QRIRTQT − 2

n+ 1
·QRe1e

T
1 R

TQT )

=
n2

n2 − 1
· (A− 2

n+ 1
· Ac√

cTAc
· cTAT

√
cTAc

)

=
n2

n2 − 1
· (A− 2

n+ 1

AccTAT

cTAc
) .

Poznamenejme ještě, že C je jistě symetrická a pozitivně definitńı matice.
Vlastnost (2.4) i (2.5) plyne ze vztahu (2.2), tedy je př́ımým

d̊usledkem výpočt̊u provedených v předešlé kapitolce. ⊓⊔

2.5 Kdy skončit

2.5.1 Lemma. Je-li P = {x | Cx ≤ d} polytop plné dimenze a C a d

jsou celoč́ıselné, pak

vol(P ) ≥ 2−(n+1)〈C〉+n3
.

D̊ukaz. Pro jednoduchost zde dokážeme pouze slabš́ı odhad; pro náš
hlavńı ćıl – ukázat, že existuje polynomiálńı algoritmus pro hledáńı
př́ıpustného řešeńı – to nehraje žádnou roli.
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Protože polytop P je plné dimenze, má n + 1 afinně nezávislých vr-
chol̊u v0,v1, . . . ,vn a plat́ı:

vol(conv(v0, . . . ,vn)) ≤ vol(P ) ,

kde conv(· · · ) označuje konvexńı obal dané množiny vrchol̊u. Označme
ei vektor s jedinou nenulovou složkou, totiž i-tou, která je rovna jedné,
pro i = 1, . . . , n. Pak

conv(v0, . . . ,vn) = T (conv(0, e1, . . . , en)) ,

kde T znač́ı afinńı zobrazeńı T (x) = v0 + (v1 − v0, . . . ,vn − v0)x.
V daľśım opět využijeme toho, že každý vrchol mnohostěnu P je

řešeńım vhodné soustavy rovnic odvozené z Cx ≤ d: pro každé vi exis-
tuje podsystém Cix ≤ di systému Cx ≤ d takový, že vi je jediným
řešeńım soustavy Cix = di. Podle Cramerova pravidla vi,j =

detCi,j

detCi
,

kde Ci,j je matice vzniklá z Ci nahrazeńım j-tého sloupce vektorem di.
S užit́ım Tvrzeńı 2.2.7, rovnosti vol(conv(0, e1, . . . , en) = 1/n! pro ob-
jem simplexu daného vektory 0, e1, . . . , en, a věty o rozvoji determinantu
dostáváme, při značeńı ui = detCi · vi, následuj́ıćı odhad:

vol(conv(v0, . . . ,vn)) =
1

n!

∣

∣

∣

∣

det

(

1 1 . . . 1
v0 v1 . . . vn

)∣

∣

∣

∣

=
1

n!
·

∣

∣

∣

∣

det

(

detC0 detC0 . . . detC0

u0 u1 . . . un

)∣

∣

∣

∣

| detC0 · detC1 · ... · detCn|

≥ 1

n!
·
(

2
1

〈C〉+n logn

)(n+1)

≥2−n log n · 2−(n+1)·〈C〉−n(n+1) logn .

U předposledńı nerovnosti jsme využili skutečnosti, že se jedná o de-
terminant celoč́ıselné matice, o které z předpoklad̊u (afinńı nezávislosti
vrchol̊u v0,v1, . . . ,vn) v́ıme, že je regulárńı, a tud́ıž jej́ı determinant je
alespoň jedna. ⊓⊔

2.5.2 Věta. Je-li P neprázdný plnodimenzionálńı polytop, pak algorit-
mus popsaný v této kapitole nejpozději do k = 2 · (n+1) · (2(n+1)〈C〉+
n · 〈d〉 − n3) iteraćı nalezne x ∈ P .

D̊ukaz. Začneme jednoduchým odhadem vol(E0) ≤ (2r)n, kde r =
√
n ·

2〈C|d〉+n logn.
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Nyńı předpokládejme, že algoritmus provedl k iteraćı. Pak s použit́ım
uvedeného odhadu a Lemmatu 2.4.1 dostáváme vol(Ek) < vol(P ), což je
spor s invariantem algoritmu, že celý mnohostěn P je vždy plně obsažen
v elipsoidu Ek. ⊓⊔

2.5.3 Důsledek. Pokud algoritmus do k iteraćı nenajde x ∈ P , pak je
P prázdný.

2.6 Jak se zbavit zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u

Omezenost. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že matice
A v popisu mnohostěnu P = {x | Ax ≤ b} je plné sloupcové hodnosti;
v opačném př́ıpadě lze snadno přej́ıt do nižš́ı dimenze. Připomeňme, že
každá minimálńı stěna P lze popsat jako množina {x | A′x = b′}, kde A′

je matice téže hodnosti jako A, vzniklá z A výběrem vhodných řádk̊u, a
b′ je vektor odpov́ıdaj́ıćıch složek b. Má-li A plnou sloupcovou hodnost,
je nutně každá minimálńı stěna mnohostěnu P vrcholem. Tud́ıž, je-li P
neprázdný, obsahuje vrchol.

Dále už v́ıme, že je-li v libovolný vrchol P , pak pro jeho i-tou
souřadnici vi plat́ı |vi| ≤ 2〈A,b〉+n logn. Pokud tedy P nějaké vrcholy
má, jejich konvexńı obal se jistě vejde do koule se středem v počátku
a pr̊uměrem R =

√
n · 2〈C,d〉+n logn. Algoritmus bude po celou dobu

svého běhu zachovávat invariant, že konvexńı obal vrchol̊u P lež́ı uv-
nitř aktuálńıho elipsoidu, což zaručuje správné chováńı algoritmu i pro
tento př́ıpad.

Plná dimenze.

2.6.1 Lemma. Necht’ A je celoč́ıselná matice a b celoč́ıselný vektor. Pak
systém Ax ≤ b má řešeńı právě když systém Ax ≤ b + 1 · ε má řešeńı
pro ε = 1

2m2〈A,b〉−n2 .

D̊ukaz. Implikace zleva doprava je triviálńı. Pro opačnou použijeme Far-
kasovo lemma a ukážame, že y z Farkasova lemmatu pro p̊uvodńı úlohu
funguje i pro odvozenou. Podrobnosti přenecháme tentokráte čtenáři. ⊓⊔

Hledáńı optimálńıho řešeńı.

2.6.2 Lemma. Předpokládejme, že úloha ,,rozhodni, zda je mno-
hostěn P je prázdný či neprázný”je řešitelná v polynomiálńım čase. Pak
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i úloha ,,nalezni x ∈ P , nebo poznej, že P je prázdné”, je řešitelná v
polynomiálńım čase.

D̊ukaz. Uvědomme si, že řešeńı úlohy s uvolněnou pravou stranou (viz
Lemma 2.6.1) nemuśı být řešeńım p̊uvodńı úlohy (což je ta, která
nás opravdu zaj́ımá). Předeslé lemma nás ale ujǐst’uje, že má-li řešeńı
uvolněná soustava, má řešeńı (ne nutně stejné) i úloha p̊uvodńı. Jde o
to, jak tuto znalost využ́ıt k tomu, abychom řešeńı skutečně nalezli.

Idea je následuj́ıćı: snižovat počet nerovnost́ı v p̊uvodńı soustavě tak
dlouho, až nám zbydou pouze rovnosti. Jak to provést? Nab́ıźı se dva
zp̊usoby: ub́ıráńı nadbytečných nerovnost́ı a přeměna ostatńıch na rov-
nice. Systém tvořený pouze rovnicemi vyřeš́ıme např. Gaussovou elimi-
naćı.

Popǐsme si postup trochu přesněji: Předpokládejme, že naše soustava
Ax ≤ b obsahuje k nerovnost́ı (a jedno kolik rovnost́ı – dvě opačné ne-
rovnosti poč́ıtáme jako jednu rovnost). Vezmeme libovolnou nerovnost,
nahrad́ıme ji rovnost́ı a otestujeme, zda nová soustava má řešeńı (pomoćı
předešlého lemmatu). Má-li nová soustava řešeńı, ubyla nám jedna nerov-
nost a soustava má i nadále nějaké řešeńı. Nemá-li nová soustava řešeńı,
pak vybraná nerovnost neodpov́ıdá žádné stěně mnohostěnu a můžeme
ji proto vynechat jako nadbytečnou. ⊓⊔

2.6.3 Lemma. Je-li úloha ,,nalezni x ∈ P , nebo poznej, že P je prázdné”
řešitelná v polynomiálńım čase, pak je i optimalizačńı verze úlohy
řešitelná v polynomiálńım čase.

D̊ukaz. Úlohu max{cTx | Ax ≤ b} vyřeš́ıme pomoćı algoritmu pro úlohu
,,nalezni x ∈ P , nebo poznej, že P je prázdné”.

Ze silné duality v́ıme, že max{cTx | Ax ≤ b} = min{yTb | yTA =
cT , y ≥ 0}, jsou-li obě množiny neprázdné. Postupovat tedy budeme
takto:

1. Otestuj zda {x ∈ R

n | Ax ≤ b} = ∅. Pokud ano, pak řešeńı
neexistuje.

2. Uvaž P ′ = {(x,y) ∈ Rn+m | Ax ≤ b, y ≥ 0, yTA ≤ cT , −yTA ≤
−cT , cTx ≤ yTb, −cTx ≤ −yTb}. Pokud P ′ = ∅, pak P je
neomezený a maximum ćılové funkce je libovolně velké. Pokud P ′

neńı prázdný, pak existuje x0,y0 ∈ P ′, přičemž snadno vid́ıme, že
x0 je př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy, y0 je př́ıpustné řešeńı duálńı
úlohy a silná dualita nás ujǐst’uje, že obě jsou optimálńı.
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⊓⊔

Nepř́ıjemnost s odmocninami. V uvedené analýze algoritmu
pomı́j́ıme skutečnost, že algoritmus ve zde popsané podobě pracuje s
odmocninami, a tedy př́ıpadně s iracionálńımi č́ısly. Tomuto problému
je možno se vyhnout vhodným zaokrouhlováńım, kterému už se v tomto
textu věnovat nebudeme. Zv́ıdavého čtenáře odkazujeme na klasickou
monografii [6].

2.7 Shrnut́ı

Odhlédneme-li od problémů s odmocninami, dokázali jsme následuj́ıćı
větu.

2.7.1 Věta (Chačijan, 1979). Existuje polynomiálńı algoritmus pro
řešeńı úlohy lineárńıho programováńı.





3

Metoda vnitřńıho bodu

3.1 Náčrt algoritmu

V tomto textu budeme uvažovat úlohu lineárńıho programováńı v rovni-
covém (též nazývaném standardńı) tvaru:

min cTx (3.1)

Ax = b

x ≥ 0,

kde A je reálná matice m × n, b ∈ R

m, c ∈ R

n a x ∈ R

n. Zároveň
budeme pracovat s duálńı úlohou ve tvaru

maxyTb (3.2)

ATy+ s = c

s ≥ 0,

kde y ∈ R

m a s ∈ R

n; proměnné si nazýváme př́ıdavné. Bez újmy
na obecenosti budeme předpokládat, že matice A má plnou řádkovou
hodnost. Všimněme si, že pak řešeńı (y, s) duálńı úlohy je možno jedno-
značně reprezentovat pomoćı vektoru s př́ıdavných proměnných (z něhož
lze y dopoč́ıtat, např. Gaussovou eliminaćı). Řekneme, že x je strikně

př́ıpustné řešeńı, pokud x > 0 a x je př́ıpustné řešeńı; obdobně pro s.
V tomto textu se budeme věnovat problému nalezeńı optimálńıho řešeńı
primárńı úlohy.

Jádrem metody je postup, který z libovolného strikně př́ıpustného
řešeńı primárńı úlohy spoč́ıtá v polynomiálńım čase (skoro) optimálńı
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řešeńı. To se na prvńı pohled nezdá př́ılǐs uspokojivé: v́ıme, že už sa-
motné nalezeńı nějakého př́ıpustného řešeńı úlohy lineárńıho progra-
mováńı je ,,stejně” obt́ıžné jako nalezeńı optimálńıho řešeńı této úlohy.
Trik umožňuj́ıćı zač́ınat rovnou se strikně př́ıpustným řešeńım, aniž
bychom řešili nějaký lineárńı program, spoč́ıvá v drobné úpravě úlohy
lineárńıho programováńı (přidáńı dvou proměnných a drobná úprava
soustavy); v upravené úloze je možné striktně př́ıpustné řešeńı źıskat
zadarmo, přičemž optimálńı řešeńı upravené úlohy př́ımo dává optimálńı
řešeńı úlohy p̊uvodńı.

Podobně jako elipsoidová metoda je i metoda vnitřńıho bodu iteračńı

metoda. U elipsoidové metody jsme konstruovali posloupnost bod̊u
(středy elipsoid̊u), která zač́ınala typicky někde vně zadaného mno-
hostěnu P a pokud byl P neprázdný, končila někde uvnitř P . V me-
todě vnitřńıho bodu budeme také konstruovat posloupnost bod̊u, která
ovšem zač́ıná někde uvnitř zadaného mnohostěnu P , v mnohostěnu P
celou dobu z̊ustává a konč́ı v (témeř) optimálńım řešeńı; jedná se tedy
o posloupnost př́ıpustných řešeńı primárńı úlohy. V podobě popsané v
tomto textu jde o primárně-duálńı algoritmus, tedy o algoritmus, který
pracuje zároveň s řešeńımi primárńı i duálńı úlohy; společně s posloup-
nost́ı řešeńı primárńı úlohy budeme konstruovat ještě druhou posloupnost
bod̊u reprezentuj́ıćıch řešeńı duálńı úlohy.

Kĺıčovým nástrojem metody je potenciál a zde popsaná varianta al-
goritmu patř́ı mezi metody snǐzováńı potenciálu. Pro dvojici (x, s) strikně
př́ıpustých řešeńı primárńı a duálńı úlohy definujeme potenciál jako č́ıslo

G(x, s) =(n+
√
n) ln(xT s)−

n
∑

i=1

ln(xisi) . (3.3)

Potenciál nám poslouž́ı dvoj́ım zp̊usobem. Jednak bude užitečný pro kon-
trolu doby běhu algoritmu (např. podle něj poznáme, kdy už můžeme
skončit), a jednak bude ř́ıdit volbu daľśıch bod̊u v obou konstruovaných
posloupnostech. Obdobnou roli hrály v elipsoidové metodě elipsoidy: je-
jich objem nám sloužil jako poč́ıtadlo, hĺıdaj́ıćı dobu běhu algoritmu, a
elipsoidy samotné se použ́ıvaly ke konstrukci daľśıch bod̊u posloupnosti.

Záhy nahlédneme, že pro přibližováńı se k optimálńı dvojici řešeńı
potřebujeme potenciál snižovat. Necht’ x̄ a s̄ jsou aktuálńı body kon-
struovaných posloupnost́ı. Základńı myšlenkou metody je spoč́ıtat gra-
dient g potenciálu G(x, s) vzhledem k vektoru proměnných x v mı́stě
(x̄, s̄) a vydat se v posloupnosti řešeńı primárńı úlohy směrem −g, ne-
boli za daľśı bod posloupnosti vźıt x̄ − αg pro nějaké vhodné α > 0.
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Takto jednodušše to ovšem nep̊ujde, protože bychom většinou porušili
omezuj́ıćı podmı́nky Ax = b primárńı úlohy. Proto nep̊ujdeme př́ımo
ve směru −g, ale ve směru daném projekćı vektoru −g do nadroviny
Ax = 0. T́ım se vyhneme problému s omezuj́ıćımi podmı́nkami, ale může
se nám stát, že tato projekce bude př́ılǐs malá, v d̊usledku čehož by krok̊u
potřebných k dosažeńı optima bylo potřeba nepřijatelně mnoho (pokud
bychom ho v̊ubec kdy dosáhli). Z tohoto d̊uvodu provedeme v př́ıpadě,
že projekce g do nadroviny Ax = 0 je malá, tzv. duálńı krok a mı́sto
změny řešeńı primárńı úlohy změńıme řešeńı duálńı úlohy. Nápovědu ke
změně duálńıho řešeńı nám opět poskytne potenciál, nebo přesněji gradi-
ent potenciálu G(x, s) vzhledem k s v mı́stě (x̄, s̄). Ukážeme, že v př́ıpadě
primárńıho i duálńıho kroku dojde k výraznému sńıžeńı potenciálu, což
bude stačit k polynomiálńımu odhadu na čas běhu algoritmu.

Na konci tohoto hrubého náčrtu metody zmiňme ješte jeden kĺıčový
nástroj metody, totiž afinńı transformaci. Metoda potřebuje, aby všechna
řešeńı, která postupně konstruuje, byla striktně př́ıpustná. To p̊usob́ı
jistá omezeńı v možnostech, kterým směrem a jak daleko se vydat při
výpočtu daľśıho bodu posloupnosti řešeńı. Abychom se těmto omezeńım
vyhnuli, použijeme na začátku každé iterace afinńı transformaci, která
posledńı bod primárńı posloupnosti zobraźı na bod x′ = (1, 1, . . . , 1)T .
V tomto transformovaném prostoru spoč́ıtáme iteračńı krok zp̊usobem
načrtnutým výše a inverzńı transformaćı se vrát́ıme do p̊uvodńıho pro-
storu. Uvid́ıme, že pokles potenciálu v p̊uvodńım prostoru bude stejně
velký jako pokles potenciálu v transformovaném prostoru. Použitá afinńı
transformace nám také podstatným zp̊usobem zjednodušš́ı práci s gradi-
entem g a jeho projekćı do Ax = 0.

3.2 Základńı definice a pozorováńı

3.2.1 Lemma. Necht’ x je př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy a s je
př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy. Pak plat́ı

cTx− yTb = sTx . (3.4)

D̊ukaz. cTx− yTb = yTAx+ sTx− yTAx = sTx . ⊓⊔

Připomeňme, že potenciál dvojice (x, s) primárńıho a duálńıho řešeńı
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definujeme jako

G(x, s) = (n+
√
n) ln(xT s)−

n
∑

i=1

ln(xisi) . (3.5)

Všimněme si, že pro dvojici (x, s) bĺızkou optimálńı dvojici řešeńı se
podle předešlého lemmatu prvńı člen pravé strany rychle bĺıž́ı k −∞;
abychom se přibĺıžili k optimálńımu řešeńı, bude proto třeba potenciál
minimalizovat. Pokud se snaž́ıme o minimalizaci potenciálu, pak suma
∑n

i=1 ln(xisi) v jeho definici slouž́ı jako bariéra kolem hranic xi ≥ 0 a
si ≥ 0: pokud se některá složka x nebo s bĺıž́ı k nule, zp̊usob́ı odečteńı
této sumy výrazný nár̊ust potenciálu. Pro pořádek upozorňujeme, že pro
potenciál se v jiných variantách metody vnitřńıho bodu použ́ıvaj́ı i jiné
funkce (např. (n +

√
n) ln(xT s) −∑n

i=1 lnxi). V následuj́ıćım textu bu-
deme pro zkráceńı zápisu použ́ıvat značeńı q = n+

√
n.

Pro velikost zápisu úlohy lineárńıho programováńı použ́ıváme
označeńı L. Následuj́ıćı věta a jej́ı d̊usledek budou d̊uležité při rozho-
dováńı o ukončeńı algoritmu.

3.2.2 Věta. Necht’ A je celoč́ıselná matice, b, c jsou celoč́ıselné vektory
a necht’ u a v jsou vrcholy polyedru P = {x | Ax = b,x ≥ 0}. Pak, za
předpokladu cTu 6= cTv, plat́ı

|cTu− cTv| > 2−2L . (3.6)

D̊ukaz. Z teorie mnohostěn̊u v́ıme, že je-li u vrcholem polyedru P , pak
u je jediným řešeńım vhodného podsystému rovnic systému Ax = b,
x ≥ 0. Tud́ıž, podle Cramerova pravidla, i-tá souřadnice vrcholu u se dá

vyjádřit jako ui =
det Âi→b

det Â
, kde Â je matice onoho vhodného podsystému

(tedy Â je vhodná podmatice matice
(

A
I

)

) a Âi→b je matice vzniklá z Â
nahrazeńım jej́ıho i-tého sloupce odpov́ıdaj́ıćımi složkami pravé strany
p̊uvodńıho lineárńıho programu. Z podoby Â plyne | det Â| ≤ 2L−n2

< 2L

(viz Pozorováńı 2.3.2 v části o elipsoidové metodě). Obdobná pozorováńı
můžeme udělat i pro vrchol v.

Vı́me proto, že existuj́ı q1, q2 ∈ N taková, že q1, q2 < 2L a zároveň
uT q1 a vT q2 jsou celoč́ıselné vektory. Tud́ıž

|cTu− cTv| =
∣

∣

∣

∣

q1c
Tu

q1
− q2c

Tv

q2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

q1q2(c
Tu− cTv)

q1q2

∣

∣

∣

∣

>
1

22L
,

kde v posledńı nerovnosti využ́ıváme skutečnosti, že q1q2(c
Tu− cTv) je

d́ıky volbě q1 a q2 celé č́ıslo. ⊓⊔
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3.2.3 Důsledek. Je-li xT s ≤ 2−2L, pro dvojici řešeńı x a (y, s) primárńı
a duálńı úlohy, pak jakýkoli vrchol x′ takový, že cTx′ ≤ cTx, je optimálńı.

D̊ukaz. Sporem. Předpokládejme, že existuje vrchol x′ takový, že cTx′ ≤
cTx, ale x′ neńı optimálńı. Pak podle předešlé věty plat́ı cTx⋆ < cTx′ −
2−2L, kde x⋆ je nějaký optimalńı vrchol. S použit́ım předpoklad̊u xT s ≤
2−2L a cTx′ ≤ cTx, rovnosti cTx = yTb+xT s a nerovnosti yTb ≤ cTx⋆

plynoućı z optimality x⋆, dostáváme kýžený spor cTx⋆ < cTx′ − 2−2L ≤
cTx− xT s = yTb ≤ cTx⋆. ⊓⊔

Ve zbytku této kapitoly uvád́ıme tři pomocná technická tvrzeńı. Je-
jich d̊ukazy přenecháváme čtenáři jako cvičeńı z matematické analýzy a
lineárńı algebry.

3.2.4 Lemma (Geometrický a aritmetický pr̊uměr). Pro libo-
volná tj ≥ 0, j = 1, . . . , n, plat́ı:





n
∏

j=1

tj





1/n

≤ 1

n

n
∑

j=1

tj . (3.7)

3.2.5 Lemma (Odhady logaritmů). Pro reálná č́ısla x a a splňuj́ıćı
|x| ≤ a < 1 plat́ı

−x− x2

2(1− a)
≤ ln(1− x) ≤ −x . (3.8)

3.2.6 Lemma. Je-li Amatice plné řádkové hodnosti, pak je matice AAT

regulárńı.

3.3 Struktura algoritmu

Na začátku najdeme dvojici striktně př́ıpustných řešeńı (x0, s0) tako-
vou, že G(x0, s0) = O(

√
nL). V každé iteraci pak zajist́ıme pokles po-

tenciálu o alespoň 1/120 a skonč́ıme ve chv́ıli, kdy potenciál poprvé klesne
pod −2

√
nL. T́ım bude zaručen polynomiálńı počet iteraćı. Protože čas

potřebný pro každou iteraci bude také omezen polynomem ve velikosti
zadáńı, bude i celkový čas algoritmu polynomiálńı.

Rozhodnut́ı ukončit algoritmus při poklesu potenciálu pod hodnotu
−2

√
nL ospravedlňuje následuj́ıćı lemma.
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3.3.1 Lemma. Je-li G(x, s) ≤ −2
√
nL, pak xT s < e−2L.

D̊ukaz. Použijeme Lemma 3.7 pro tj = xjsj , j = 1, . . . , n. Po zlogarit-
mováńı obou stran nerovnosti (3.7) a drobné úpravě dostaneme nerovnost

n lnxT s−
n
∑

j=1

lnxjsj ≥ n lnn . (3.9)

Podle předpoklad̊u lemmatu, definice potenciálu (3.5) a nerovnosti (3.9)
plat́ı

−2
√
nL ≥G(x, s) = (n+

√
n) ln(xT s)−

n
∑

i=1

ln(xisi) ≥
√
n lnxT s+ n lnn ≥ √

n lnxT s .

Tud́ıž −2L ≥ lnxT s a d̊ukaz je hotov. ⊓⊔

Důsledek 3.2.3 spolu s Lemmatem 3.3.1 zaručuj́ı, že při poklesu po-
tenciálu pod −2

√
nL už jsme takřka v optimálńım řešeńı.

3.4 Jak nalézt strikně př́ıpustná řešeńı x0 a s0 s ome-

zeným potenciálem

Chceme p̊uvodńı dvojici lineárńıch programů nahradit novou dvojićı tak,
aby i) pro nový lineárńı program bylo snadné nalézt př́ıpustné řešeńı s
malým potenciálem, a aby ii) z optimálńıho řešeńı nového lineárńıho
programu bylo možné jednodušše źıskat optimálńı řešeńı p̊uvodńıho
lineárńıho programu. Poslouž́ı nám ńıže uvedené lineárńı programy.

min cTx + 26Lxn+1

Ax + (b− 22LAe)xn+1 = b
(24Le− c)Tx + 24Lxn+2 = k

x ≥ 0
xn+1 ≥ 0

xn+2 ≥ 0
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kde k = 26L(n+ 1)− 22LcTe.

max bTy + kym+1

ATy + (24Le− c)ym+1 + s = c
(b− 22LAe)Ty + sn+1 = 26L

24Lym+1 + sn+2 = 0
s ≥ 0

sn+1 ≥ 0
sn+2 ≥ 0

3.4.1 Lemma. Plat́ı:

1. Vektory x′ = (22L, 22L, . . . , 22L, 1, 22L) a (y′; s′) =
(0,−1; 24L, 24L, . . . , 24L, 26L, 24L) jsou striktně př́ıpustná řešeńı a
nav́ıc G(x′, s′) = O(

√
nL).

2. Velikost nového lineárńıho programu je O(L).

3. Jsou-li vektory x⋆ a y⋆ optimálńım řešeńım lineárńıho programu
(3.1) a (3.2), pak vektory x′′ = (x⋆, 0, (k − (24Le − c)Tx⋆)/24L)
a (y′′, s′′) = (y⋆, 0, s⋆, 26L − (b − 22LAe)Ty⋆, 0) jsou optimálńım
řešeńım nových lineárńıch program̊u.

4. Maj́ı-li oba lineárńı programy (3.1) a (3.2) př́ıpustná řešeńı a jsou-
li vektory x′′ and (y′′, s′′) optimálńım řešeńım nových lineárńıch
program̊u, pak vektory x a (y, s), kde x a s jsou restrikćı x′′ a s′′

na prvńıch n složek a y je restrikćı y′′ na prvńıch m složek, jsou
optimálńım řešeńım lineárńıch program̊u (3.1) a (3.2).

D̊ukaz. Ověřeńı prvńıho, druhého a třet́ıho tvrzeńı lemmatu je pouze
technickou záležitost́ı. Posledńı část vyžaduje o trochu v́ıce práce a jej́ı
d̊ukaz přeskoč́ıme; pilný čtenář se o d̊ukaz může s pomoćı vět (podmı́nek)
o komplementaritě primárńıho a duálńıho řešeńı pokusit sám. ⊓⊔
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3.5 Iteračńı krok

Snadný př́ıpad. V této podkapitole předpokládáme, že aktuálńı řešeńı
primárńı úlohy je e = (1, . . . , 1)T a aktuálńı řešeńı duálńı úlohy je
s′ > 0. Jak jsme již popsali v úvodu, základńı myšlenkou je změnit
řešeńı primárńı úlohy ve směru opačném ke gradientu potenciálu G(x, s)
podle x v bodě (e, s′); začneme proto výpočtem tohoto gradientu g.

g =∇xG(x, s)|(e,s′) =






(n+

√
n)

s

xT s
−







1
x1
...
1
xn













∣

∣

∣

∣

∣

(e,s′)

=(n+
√
n)

s′

eT s′
− e . (3.10)

Př́ımo ve směru −g ovšem j́ıt nemůžeme, protože bychom mohli
porušit podmı́nky Ax = 0. Z toho d̊uvodu spoč́ıtáme projekci d vektoru
g do nadroviny {x | Ax = 0}, a pokud bude dostatečně velká, přejdeme
od aktuálńıho řešeńı e primárńı úlohy k řešeńı e−αd, pro vhodné α > 0,
jehož velikost upřesńıme později.

Ax = 0

g

d

g − d

Obrázek 3.1: Projekce vektoru g do nadroviny {x | Ax = 0}.

3.5.1 Lemma (Projekce g do nadroviny {x | Ax = 0}).

d = (I −A(AAT )−1A)g . (3.11)

D̊ukaz. Nejprve si všimneme, že vektor g−d je z ortogonálńıho doplňku
vektorového prostoru {x | Ax = 0} a tud́ıž je lineárńı kombinaćı řádk̊u
matice A. Jinými slovy, existuje vektor w ∈ Rm takový, že

g− d = ATw . (3.12)
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Podář́ı-li se nám tento vektor w vyjádřit, budeme mı́t i předpis pro hle-
daný vektor d. Vynásobeńım rovnosti (3.12) zleva matićı A dostaneme
(s použit́ım rovnosti Ad = 0 vyjadřuj́ıćı, že d je projekce do požadované
nadroviny)

Ag = AATw .

Dı́ky plné řádkové hodnosti matice A je matice AAT regulárńı, proto
plat́ı

w = (AAT )−1Ag .

Dosazeńım za w do rovnosti (3.12) dostaneme kýžený vztah (3.11). ⊓⊔

Primárńı krok. Pokud bude ‖d‖ ≥ 0, 22 provedeme primárńı krok a
daľśı dvojici př́ıpustných řešeńı urč́ıme podle předpisu

x̃ = e− d

4 ‖d‖ , s̃ = s′ . (3.13)

V opačném př́ıpadé provedeme krok duálńı (vysvětlen dále). Pro
úspěšnost primárńıho kroku je třeba ověřit dvě věci:

• opět jsme źıskali striktně př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy,

• potenciál podstatně klesl.

Ověřeńı těchto podmı́nek je předmětem následuj́ıćıch dvou lemmat.

3.5.2 Lemma (Striktńı př́ıpustnost x̃). Vektor x̃ je strikně
př́ıpustné řešeńı primárńı úlohy.

D̊ukaz. Protože každá složka vektoru d

‖d‖ je nejvýše 1, máme zaručeno
x̃ > 0. Protože Ad = 0, máme zaručenou i př́ıpustnost x̃. ⊓⊔

3.5.3 Lemma (Pokles potenciálu v primárńım kroku). Po prove-
deńı primárńıho kroku plat́ı

G(x̃, s̃)−G(e, s′) ≤ −1

120
. (3.14)
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D̊ukaz. Pro zkráceńı zápisu použijeme v d̊ukazu značeńı q = (n+
√
n). Po

dosazeńı za x̃ a s̃ podle vzorce (3.13) dostaneme (indexy nad některými
relacemi použ́ıváme k pozděǰśımu odvoláváńı se na ně)

G(x̃, s̃)−G(e, s′) = q ln(eT s′ − dT s′

4 ‖d‖)−
n
∑

j=1

ln(1− dj
4 ‖d‖)

−
n
∑

j=1

ln(s′j)− q ln(eT s′) +

n
∑

j=1

ln(s′j)

=q ln(1− dT s′

4 ‖d‖ eT s′ )−
n
∑

j=1

ln(1− dj
4 ‖d‖)

i
≤− q

dT s′

4 ‖d‖ eT s′ +
n
∑

j=1

dj
4 ‖d‖ +

n
∑

j=1

d2j

16 ‖d‖2 2(1− 1
4)

=− q
dT s′

4 ‖d‖ eT s′ +
dTe

4 ‖d‖ +
1

24

=
dT

4 ‖d‖

(

e− q
s′

eT s′

)

+
1

24

ii
=− dTg

4 ‖d‖ +
1

24

iii
=− ‖d‖2

4 ‖d‖ +
1

24
= −‖d‖

4
+

1

24
≤ −0,2

4
+

1

24
= − 1

120

Nerovnost (i) vycháźı z odhadu logaritmu pomoćı Lemmatu (3.2.5) s

parametrem a = 1
4 (jistě máme

|dj |
4‖d‖ ≤ 1

4). Rovnost (ii) použ́ıvá výpočet

gradientu g (3.10). Rovnost (iii) využ́ıvá vztah gTd = dTd plynoućı z
Pythagorovy věty (gTg = dTd + (g − d)T (g − d)). Posledńı nerovnost
využ́ıvá dolńı mez na ‖d‖ pro primárńı krok. ⊓⊔

Duálńı krok. Duálńı krok provedeme, pokud ‖d‖ < 0,22. Základńı
myšlenka duálńıho kroku je stejná jako v kroku primárńım: spoč́ıtat gra-
dient h potenciálu G(x, s) podle s v bodě (e, s′) a posunout řešeńı duálńı
úlohy ve směru určeném vektorem −h. Podobně jako v kroku primárńım
bude ale třeba ohĺıdat, abychom neporušili žádnou omezuj́ıćı podmı́nku.

Začněme výpočtem gradientu h. Protože role proměnných x a s ve
funkci G(x, s) jsou symetrické, s přihlédnut́ım ke vztahu (3.10) rovnou
nahlédneme, že pro gradient h potenciálu G(x, s) podle s v bodě (e, s′)
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plat́ı

h = ∇sG(x, s)|(e,s′) = (n+
√
n)

e

eT s′
−







1
s′1
...
1
s′n






. (3.15)

Porovnejme nyńı jednotlivé složky vektor̊u g a h. Plat́ı jednoduchý vztah,
pro j = 1, . . . , n,

hj =
gj
s′j

.

Protože všechny složky vektoru s′ jsou kladné, ukazuj́ı vektory g a h
podobným směrem, presněji řečeno, do stejného ortantu. Vzhledem k
této podobnosti g a h, a vhledem k tomu, že o vektoru g už lecos v́ıme,
budeme v duálńım kroku pracovat s vektorem g a nikoli s vektorem h.

Označme si y′ druhou část složek př́ıpustného řešeńı duálńı úlohy
odpov́ıdaj́ıćı vektoru s′; protože se jedná o př́ıpustné řešeńı, vektory y′ a
s′ splňuj́ı

ATy′ + s′ = c . (3.16)

Naš́ım d́ılč́ım ćılem je změnit aktuálńı duálńı př́ıpustné řešeńı s′ na nové
duálńı př́ıpustné řešeńı s̃ (a při tom zajistit pokles potenciálu). Zajist́ıme-
li při volbě s̃, že existuje vektor ỹ splňuj́ıćı rovnici

AT ỹ+ s̃ = c , (3.17)

máme zaručenu př́ıpustnost s̃. Ze vztah̊u (3.16) a (3.17) plyne pro s̃
omezeńı

s̃− s′ = AT (y′ − ỹ) . (3.18)

Vyjádřeno slovy, s̃−s′ muśı být lineárńı kombinaćı řádk̊u matice A, neboli
s̃ − s′ muśı být kolmé na nadrovinu {x | Ax = 0}. S jedńım vektorem
kolmým na nadrovinu {x | Ax = 0} už jsme pracovali, totiž s vektorem
g − d. Proto se při rozhodováńı, jak zlepšovat duálńı řešeńı s′, nab́ıźı
vydat se směrem −(g−d). Tuto myšlenku provedeme a v duálńım kroku
urč́ıme daľśı dvojici př́ıpustných řešeńı podle předpisu

s̃ = s′ − eT s′

n+
√
n
(g− d) , x̃ = e . (3.19)

Podobně jako v primárńım kroku je třeba ověřit dvě věci:
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• źıskali jsme striktně př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy,

• potenciál podstatně klesl.

Ověřeńı těchto podmı́nek je předmětem následuj́ıćıch dvou lemmat.

3.5.4 Lemma (Striktńı př́ıpustnost s̃). Po provedeńı duálńıho
kroku je s̃ striktně př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy.

D̊ukaz. Existence vektoru ỹ splňuj́ıćımu rovnost (3.17) plyne z definice
s̃ (voĺıme s̃, aby s̃ − s′ bylo lineárńı kombinaćı řádk̊u AT ), proto je s̃
př́ıpustné řešeńı. Ještě ověř́ıme jeho striktńı př́ıpustnost.

Podle definice s̃ a definice g, pro vektor s̃ plat́ı

s̃ = s′ − eT s′

n+
√
n
(g− d)s′ − eT s′

n+
√
n
(
n+

√
n

eT s′
s′ − e− d) =

=
eT s′

n+
√
n
(d+ e) . (3.20)

Protože duálńı krok provád́ıme v př́ıpadě ‖d‖ < 0,22, je z posledńıho
vyjádřeńı vidět s̃ > 0. T́ım je d̊ukaz hotov. ⊓⊔

Dř́ıve než odhadneme pokles potenciálu při provedeńı duálńıho kroku,
dokážeme pomocné lemma.

3.5.5 Lemma.
n
∑

j=1

ln s̃j ≥n ln
eT s̃

n
− 1

32
. (3.21)

D̊ukaz.
n
∑

j=1

ln s̃j − n ln
eT s̃

n
=

n
∑

j=1

ln(
eT s′

q
(1 + dj))− n ln(

eT s′

q
(1 +

eTd

n
))

=

n
∑

j=1

ln(1 + dj)− n ln(1 +
eTd

n
) ≥

n
∑

j=1

(dj −
d2j

2(1− 0,22)
)− n

eTd

n

= − ‖d‖2
2(1− 0,22)

≥ − 1

32
.

Prvńı rovnost plyne ze vztahu (3.20) odvozeného v d̊ukazu předešlého
lemmatu. Při daľśıch úpravách jsou použity základńı vlastnosti funkce
logaritmus, jej́ı odhady z Lemmatu 3.2.5 a horńı odhad na velikost ‖d‖
v duálńım kroku. ⊓⊔
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3.5.6 Lemma (Pokles potenciálu v duálńım kroku). Po prove-
deńı duálńıho kroku plat́ı

G(x̃, s̃)−G(e, s′) ≤− 1

3
. (3.22)

D̊ukaz. Začneme pomocným výpočtem, kde v prvńı rovnosti použ́ıváme
identitu (3.20) a pro prvńı nerovnost vztah (

∑n
i=1 di)

2 ≤ n
∑n

i=1 d
2
i

(dokažte si s použit́ım Cauchy-Schwarzovy nerovnosti):

eT s̃ =
eT s′

q
(eTd+ n) ≤ eT s′

q
(
√
n ‖d‖+ n) ≤ eT s′

q
(n+ 0,22

√
n) .

Dostáváme

eT s̃

eT s′
≤ n+ 0,22

√
n

n+
√
n

= 1−
√
n− 0,22

√
n

q
. (3.23)

Pokles potenciálu pak odhadneme takto:

G(e, s̃)−G(e, s′) =q ln(eT s̃)−
n
∑

j=1

ln s̃j − q ln(eT s′) +
n
∑

j=1

ln s′j

=q ln
eT s̃

eT s′
−

n
∑

j=1

ln s̃j +
n
∑

j=1

ln s′j

i
≤q ln

eT s̃

eT s′
− n ln

eT s̃

n
+

1

32
+ n ln

eT s′

n

=(q − n) ln
eT s̃

eT s′
+

1

32
ii
≤− (

√
n)

√
n− 0,22

√
n

q
+

1

32
≤ −1

3

kde nerovnost (i) plyne z odhadu (3.21) (Lemma 3.5.5) a ze vztahu
∑n

j=1 ln s
′
j ≤ n ln e

T
s
′

n vycházej́ıćıho z Lemmatu (3.7) (aritmetický a ge-
ometrický pr̊uměr). Nerovnost (ii) využ́ıvá odhad (3.23) a Lemma 3.2.5
o odhadu logaritmu. V posledńı nerovnosti odhadujeme shora q pomoćı
2n. ⊓⊔

Obecný př́ıpad. Pomoćı vhodné afinńı transformace převedeme
obecný př́ıpad na snadný (tj. x = e), pro který iteračńı krok provést
již umı́me. Předpokládejme, že x̄ je posledńı sestrojené primárńı řešeńı a
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s̄ posledńı sestrojené duálńı řešeńı. Chceme afinńı zobrazeńı, které zob-
raźı x̄ na e. Položme

X̄ =







x̄1 0 0

0
. . . 0

0 0 x̄n






. (3.24)

Protože x̄ je strikně př́ıpustné řešeńı, je matice X̄ regulárńı a existuje k
ńı inverzńı matice X̄−1 a plat́ı

X̄−1 =







x̄−1
1 0 0

0
. . . 0

0 0 x̄−1
n






. (3.25)

Matice X̄−1 je matice hledaného afińıho zobrazeńı:

X̄−1x̄ = e

Označme x′ = X̄−1x vektor nových proměnných odvozených od x
pomoci matice X̄−1, a vyjádřeme primárńı úlohu v řeči těchto nových
proměnných.

min cT X̄x′

AX̄x′ = b

x′ ≥ 0

Při označeńı Ā = AX̄ a c̄ = cT X̄ lze úlohu přepsat následovně:

min c̄Tx′ (3.26)

Āx′ = b

x′ ≥ 0

Uvědomme si, že x je př́ıpustné řešeńı pro p̊uvodńı primárńı úlohu právě
tehdy, když x′ = X̄−1x je př́ıpustné řešeńı pro posledně uvedenou úlohu
lineárńıho programováńı.

Duálńı úloha k (3.26) pak vypadá takto:

maxbTy

(AX̄)Ty+ s′ = X̄ c̄

s′ ≥ 0
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kde s′ = X̄s.
Následuj́ıćı jednoduché lemma vystihuje kĺıčovou vlastnost užité

afinńı transformace: potenciál dvojice př́ıpustných řešeńı se transformaćı
nezměńı.

3.5.7 Lemma (Zachováńı potenciálu). Pro regulárńı diagonálńı ma-
tici X̄ s hlavńı diagonálou x̄1, . . . , x̄n, a pro libovolná př́ıpustná řešeńı
(x, s) p̊uvodńı primárńı a duálńı úlohy a pro x′ = X̄−1x a s′ = X̄s plat́ı

G(x′, s′) =G(x, s) .

D̊ukaz. Lemma plyne okamžitě z definice potenciálu a předpis̊u pro x′ a
s′, podle kterých x′i = xi/x̄i a s′i = six̄i, a tedy xisi = x′is

′
i. ⊓⊔

3.6 Jak ze skoro optimálńıho řešeńı naj́ıt úplně op-

timálńı

Předpokládejme, že máme k dispozici řešeńı x̄ a (ȳ, s̄) úloh (3.1) a (3.2)
taková, že x̄T s̄ < 2−2L. Pak pro každé i jistě x̄i < 2−L nebo s̄i < 2−L.
Budeme se snažit každou malou složku nahradit nulou, a ostatńı změnit
tak, abychom stále měli př́ıpustná řešeńı. Pokud se nám to podař́ı, bude
výsledná dvojice řešeńı jistě splňovat podmı́nky komplementarity (tj.
xT s = 0) a p̊ujde tedy o optimálńı řešeńı. Podobně jako v předešlé části
budeme předpokládat, že matice A a vektory b a c jsou celoč́ıselné.

Pro n-složkový vektor u ∈ Rn zavedeme následuj́ıćı značeńı:

M(u) = {j | uj < 2−L} ,

V (u) = {j | uj ≥ 2−L} .

Pro matici A a množinu index̊u J označme AJ podmatici matice A
tvořenou sloupci s indexy z J . Začneme dvěma pomocnými lemmaty,
s jejichž pomoćı pak provedeme naznačený plán na zaokrouhleńı.

3.6.1 Lemma. Je-li x̄ př́ıpustné řešeńı úlohy (3.1), pak v polynomiálńım
čase lze naj́ıt př́ıpustné řešeńı x̂ takové, že

• x̂j = x̄j pro j ∈ M(x̄),

• sloupce matice AV (x̂) jsou lineárně nezávislé.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že sloupce matice AV (x̄) jsou lineárně závislé
(v opačném př́ıpadě polož́ıme x̂ = x̄ a jsme hotovi). Pak jistě homogenńı
soustava AV (x̄)v = 0 má netriviálńı řešeńı; označme v′ nějaké takové
řešeńı doplněné nulami na souřadnićıch M(x̄) na vektor délky n. Vhod-
nou volbou skaláru λ 6= 0 je vektor x̄′ = x̄ − λv′ př́ıpustným řešeńım
soustavy (3.1) a nav́ıc V (x̄′) ( V (x̄). Opakujeme-li tento postup, dosta-
neme po nejvýšše n iteraćıch vektor x̂ s kýženými vlastnostmi. ⊓⊔

3.6.2 Lemma. Je-li x̄ př́ıpustné řešeńı úlohy (3.1), pak existuje vrchol v
mnohostěnu P = {x | Ax = b, x ≥ 0} splňuj́ıćı vj = 0 pro každé
j ∈ M(x̄). Obdobně, je-li (ȳ, s̄) př́ıpustné řešeńı úlohy (3.2), pak existuje
vrchol (y′, s′) mnohostěnu Q = {(y, s) | s ≥ 0 and ATy+s = c} splňuj́ıćı
AT

j y
′ = cj pro každé j ∈ M(s̄).

D̊ukaz. V d̊ukazu Věty 3.2.2 jsme nahlédli, že každá nenulová složka
libovolného vrcholu v mnohostěnu P je vetš́ı než 1/2L−n2

, kde L je
velikost zápisu lineárńıho programu (3.1). Pro zjednodušeńı pro zat́ım
předpokládejme, že mnohostěn P je omezený. Pak dané př́ıpustné řešeńı
x̄ je, podle Carathéodorovy věty o konvexńım obalu, konvexńı kombi-
naćı nějakých p ≤ n + 1 jeho vrchol̊u v1, . . . ,vp, neboli x̄ =

∑p
i=1 λivi

pro nějaké nezáporné koeficienty λ1, . . . , λp se součtem jedna. Tud́ıž jistě
alespoň jeden koeficient, označme ho i, splňuje λi ≥ 1/(n+1). Ukážeme,
že vi,j = 0 pro každé j ∈ M(x̄), neboli v = vi je hledaný vrchol.

Předpokládejme pro spor, že vi,j > 0 pro nějaké j ∈ M(x̄). Pak do-
konce vi,j > 1/2L, protože jde o vrchol P . Použijme tento fakt k dolńımu
odhadu velikosti x̄j :

x̄j =

p
∑

k=1

λkv
k
j ≥ λivi,j >

1

n+ 1
· 1

2L−n2 >
1

2L

což je ovšem spor se skutečnost́ı j ∈ M(x̄).

Druhá část lemmatu se dokáže obdobně. Podle Carathéodorovy věty
existuje q = m + 1 vrchol̊u (yi, si) mnohostěnu Q takových, že (ȳ, s̄)
je jejich konvexńı kombinaćı, neboli (ȳ, s̄) =

∑q
i=1 µi(yi, si) pro vhodné

nezáporné koeficienty µi se součtem jedna. Necht’ i je index splňuj́ıćı
µi ≥ 1/(m + 1). Ukážeme, že vrchol (yi, si) má požadované vlastnosti.
Kdyby pro nějaké j ∈ M(s̄) neplatilo AT

j yi = cj , pak podobně jako

v předešlém př́ıpadě dokonce plat́ı sij > 1/2L. Protože s̄ je konvexńı
kombinaćı s1, . . . , sq s koeficienty µ1, . . . , µq, dostaneme opět spor. ⊓⊔
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Pro daná př́ıpustná řešeńı x̄ a s̄ najdeme nejprve podle Lemmatu 3.6.1
př́ıpustné řešeńı x̂ takové, že matice AV (x̂) má lineárně nezávislé sloupce.
Podle Lemmatu 3.6.2 existuje př́ıpustné řešeńı v primárńı úlohy se všemi
souřadnicemi z M(x̂) nulovými, a také př́ıpustné řešeńı (y′, s′) duálńı
úlohy se všemi souřadnicemi V (x̂) ⊆ M(ŝ) nulovými. Protože sloupce
matice AV (x̂) jsou lineárně nezávislé, je vrchol v určen jednoznačně a lze
źıskat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ax = b při nastaveńı xi = 0
pro každé i ∈ M(x̂). Protože vT s′ = 0, je v hledané optimálńı řešeńı.

Pro úplnost ještě dodáváme, že existuje několik daľśıch postup̊u pro
přechod od skoro optimálńıho řešeńı k optimálńımu.

3.7 Shrnut́ı

Přehlédneme-li drobné implementačńı obt́ıže s odmocninami, dopracovali
jsme se k následuj́ıćı větě. Připomeňme si, že počet iteraćı algoritmu je
O(

√
nL) a nejsložitěǰśı operaćı v iteraci je maticové násobeńı (při Gaus-

sově eliminaci O(n3) aritmetických operaćı).

3.7.1 Věta (Karmarkar, 1984). Existuje algoritmus pro řešeńı úlohy
lineárńıho programováńı s použ́ıt́ım O(n3,5L) aritmetických operaćı.

Poznámka. Původńı Karmarkar̊uv algoritmus z roku 1984 se od zde
popsaného algoritmu v mnohém lǐśı (jiný potenciál, jiná transformace,
jiný počet iteraćı, ..., nicméně složitost O(n3,5L) ); tento text vycháźı
předevš́ım z algoritmu navrženého Ye [13] (viz též Freund [2] a Go-
emans̊uv učebńı text [3]). Karmarkar̊uv algoritmus byl ale prvńım ze
skupiny metod vnitřńıch bod̊u, pro které byl dokázán polynomiálńı od-
had na dobu běhu.
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