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Abstrakt

Tento článek je napsán u př́ıležitosti uděleńı Abelovy ceny za rok
2021 Lászlovi Lovászovi.

Lovász je předńı světový matematik. Kdyby v matematice a informatice
existovala kultura hvězd, mohl bych i napsat, že je také hvězdou současné
matematiky a teoretické informatiky. Mělo by to, mysĺım, plné oprávněńı.
Ale matematici vždy přistupuj́ı s velkou opatrnost́ı (a ned̊uvěrou) k po-
dobným ”excelentńım“ př́ıvlastk̊um, které považuj́ı za klǐsé. V následuj́ıćım
textu se pokuśım vysvětlit proč v př́ıpadě Lovásze jsou podobná označeńı
na mı́stě.

Obrázek 1: L.L. Praha 23.6.2016

László Lovász se narodil v roce 1948 v Budapešti. Studoval na univer-
zitě Loránda Eötvöse (ELTE) a studium ukončil v roce 1971, přičemž titul
CSc. (Ph.D.) źıskal současně (vlastně již 1970). Byl skvělým studentem na
univerzitě i gymnáziu (třikrát źıskal zlatou medaili na mezinárodńı mate-
matické olympiádě). Jeho školitelem byl T. Gallai, ale velký vliv na něj
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měla předevš́ım mad’arská kombinatorická škola (m.j. V.T. Sós, P. Turán,
A. Rényi, A. Hajnal a předevš́ım P. Erdős).

Lovász záhy vynikl svými schopnostmi a v př́ıznivé atmosféře konce
60tých let jezdil na velké zahraničńı konference (např́ıklad v Calgary 1969,
kde jsem se s Lovászem setkal poprvé) a přednáškové pobyty. Již v roce
1972/73 byl hostuj́ıćım profesorem na Vanderbiltově univerzitě (na pozváńı
Bjarni Jónssona). Pro někoho může být překvapivé, že jedna z prvńıch
Lovászových cest nebyla v kontextu diskrétńı matematiky a kombinatoriky,
ale universálńı algebry. Důvodem byly články [13, 14], které rozvedeme ještě
ńıže.

Lovász p̊usobil 7 let na Univerzitě v Szegedu a od roku 1983 na své
mateřské univerzitě v Budapešti, a to jak jak na katedře informatiky, tak
v matematickém ústavu ELTE. Lovász pracoval dlouhodobě v zahranič́ı,
kde byl profesorem např. na Univerzitě ve Waterloo (1978/1979), v Bonnu
(1984/1985), Yaleově Univerzitě (1993-2000), opakovaně na Princetonské
universitě a tamńım Institutu pro pokročilá studia a rovněž ve slavné Theory
Group Microsoft Research (1999-2006), jako Senior Researcher. Je možno
ř́ıci, že na kratš́ıch pobytech byl hostem většiny z předńıch světových ma-
tematických pracovǐst’. Tak také přednesl v roce 1986 prvńı matematické
kolokvium na MFF (druhé kolokvium přednesl P. Erdős), v sérii kolokvíı,
která trvá dosud. Lovász byl (hlavně v 70tých a 80tých letech) častým hos-
tem československých konferenćı z teorie graf̊u a zimńıch škol pořádaných
Zdeňkem Froĺıkem.

Přerušme nyńı na chv́ıli popis Lovászova života a věnujme se popisu jeho
vědecké činnosti. Lovász pracoval převážně v diskrétńı matematice, kombi-
natorice a teoretické informatice. Měl štěst́ı (stejně jako my ostatńı), že
během jeho života se z těchto řekněme okrajových matematických discipĺın
staly obory hlavńıho zájmu. To má samozřejmě mnoho d̊uvod̊u, z nichž snad
nejpodstatněǰśı je nebývalý rozvoj technologie poč́ıtač̊u, ale podstatným fak-
torem je rovněž kvalita výzkumu a kvalita výsledk̊u v těchto oborech o které
se zasloužilo mnoho matematik̊u a László Lovász zvláště. Lze tedy ř́ıci, že
se Lovász tomuto štěst́ı hodně pomohl.

Lovászova činnost je však rozsáhlá a mnohovrstevná a nálež́ı do několika
oblasti matematiky a teoretické informatiky. Jestliže bych měl vystihnout
jeho př́ınos pouze pár slovy, tak by asi bylo na mı́stě: hloubka, elegance a
souvislosti :

Hloubka - Lovász vyřešil řadu d̊uležitých a známých problémů, u kterých
vyćıtil a rozvinul zdánlivě odtažitá a speciálńı témata do široce platných
kalkul̊u;

Elegance - jeho řešeńı byla mnohdy překvapivě (a někdy jen zdánlivě)
velmi jednoduchá, odrážela úplně jiný př́ıstup, a často byla matematicky
velmi krásná;
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Souvislost – jeho řešeńı byla mnohdy základem daľśıho výzkumu a do-
konce i základem celých teoríı.

Všichni v́ıme jak obt́ıžné je hodnotit (na jakékoliv úrovni) kvalitu vědecké
práce. Domńıvám se, že základem kvalitńıho posouzeńı je komplexnost,
zúčastněný a detailně vědecký pohled a př́ıstup. Lovász samozřejmě vy-
kazuje enormńı (v kontextu matematiky, ale i mimo ni) bibliometrická data:
Jeho h-index dle Google Scholaru je 105, má 65083 citaćı, jeho maximum
pro časopisecký článek je 5396. Dle WoS je to podobné. A přesto tato
data nevystihuj́ı jeho význam a d̊uležitost pro matematické a informatické
společenstv́ı. Proto je třeba uvést daľśı skutečnosti. Pokusil jsem se některé
vyjádřit třemi výše uvedenými aspekty.

Vlastně jsou tyto tři aspekty v protikladu: matematici se často děĺı na
řešitele problémů a na budovatele teoríı (pěkně to parafrázoval Tim Gowers
práci C.P. Snowa o ”dvoj́ı kultuře”). Úspěšné řešeńı problému je často v pro-
tikladu k eleganci. A nakonec autoři krásných miniatur zpravidla nebuduj́ı
teorie. Jenom si to představte: tráṕıte se se složitým problémem, o kterém
v́ıte, že má historii neúspěšných pokus̊u řady vynikaj́ıćıch matematik̊u. V
této situaci zajisté nepřemýšĺıte o eleganci. A o vlivu toho, co děláte, se Vám
může jen sńıt. Pokud se ale tyto aspekty sejdou, je možné mluvit o štěst́ı,
ale také o mimořádném výkonu.

Matematici samozřejmě miluj́ı krásu jednoduchosti. Jǐŕı Matoušek napsal
známou knihu 33 – miniatures [27] - elegantńı př́ıklady např́ıč matematikou
a stolet́ımı́. Jiná známá kniha podobného zaměřeńı je Proofs from the Book
[1], která zahrnuje krásné “definitivńı” d̊ukazy (”Book proofs”podle Erdőse)
z celé matematiky. V obou knihách je zastoupen také Lovász.

Uved’me tedy pár př́ıklad̊u, které snad dokumentuj́ı oprávněnost výše
uvedených tvrzeńı a které snad vystihuj́ı śılu a rychlost matematiky v Lo-
vászově podáńı. Zvolil jsem výsledky, které lze snadněji popsat. Nejsou
řazeny chronologicky i když zač́ınaj́ı výsledky z počátku Lovászovy činnosti.
Začněme problémem , který neńı kombinatorický.

1 Tarského problém – logika a univerzálńı algebra

Necht’ A,B jsou konečné struktury a předpokládejme, že je definován součin
A×B. Podobně jako pro č́ısla, kdy je možno takový součin krátit?

To samozřejmě záviśı jaký součin máme na mysli, ale plat́ı alespoň pro
běžné součiny, že když A×A je isomorfńı B×B, potom i A je isomorfńı B?

To byla jedna z otázek, které Alfred Tarski (jehož žák byl již výše
zmı́něný B. Jónsson) kladl v 60tých letech svým student̊um v Berkeley. Byly
to otázky neřešené již pro nejběžněǰśı (kategorický) součin, tedy součin, pro
který jsou projekce homomorfismy. Lovász tento problém vyřešil velmi ori-
ginálńım zp̊usobem v praćıch [13, 14]. Řešeńı plyne z následuj́ıćıho tvrzeńı.
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Věta (Lovász̊uv invariant)

Uvažujeme konečné struktury, např. grafy, algebry, částečná uspořádáni.
Necht’ hom(A,B) označuje počet homomorfismů ze struktury A do struktury
B. Jestliže plat́ı hom(A,B) = hom(A,C) pro každou strukturu A, potom
struktury B a C jsou isomorfńı. Jinými slovy, funkce hom(−, B) je invariant
pro isomorfismus struktur.

Protože hom(A,B×B) = hom(A,B)2 dostáváme ihned řešeńı Tarského
otázky pro kategorický součin (a mnohé daľśı součiny). Nav́ıc d̊ukaz věty
neńı složitý (viz. např. [22, 10] ) a věta plat́ı za málo omezuj́ıćıch podmı́nek
(které je možno vyjádřit v řeči teorie kategoríı).

Metoda poč́ıtáńı homomorfism̊u je velmi originálńı př́ıstup. Právě tento
algebraický výsledek byl bezprostředńım d̊uvodem pozváńı Lovásze k prv-
ńımu zahraničńımu přednáškovému pobytu. Výše uvedená věta má větš́ı
d̊uležitost, než se zdá na prvńı pohled: Při jej́ı analýze Lovász definoval
pojem exponenciálńı struktury AB, která se mnohem později se stala pro
studium součin̊u graf̊u (jako přirozený adjunkt) a pro nedávné vyřešeńı tzv.
Hedetniemiho problému o barevnosti součin̊u. Jinou souvislost́ı je ověřeńı (v
obecnosti dosud neřešené) Ulamovy domněnky o rekonstrukci graf̊u při zna-
losti všech vlastńıch podgraf̊u pro grafy maj́ıćı v́ıce než polovinu možných
hran [17]. Tento výsledek byl záhy ześılen Vladimı́rem Müllerem [29] (opět
metodou poč́ıtáńı homomorfismů) pro počet hran větš́ı než nlogn, což je
dosud (již 45 let!) nejlepš́ı výsledek. A třet́ı souvislost je velmi nedávného
data: Lovász̊uv invariant představuje východisko a motivaci pro charakte-
ristiku všech funkćı typu hom(−, B) (a obecněji partičńıch funkćı) [7]. To
bylo studováno v řadě praćı v kontextu asymptotických vlastnost́ı velkých
graf̊u a śıt́ı a jejich limit.

2 Barevnost konstruktivně (na cestě k expander̊um
a Ramanujanovým graf̊um)

Barevnost χ(G) grafu G je minimálńı počet barev, které stač́ı k obarveńı
vrchol̊u grafu G tak, že dva vrcholy žádné hrany nejsou obarveny stejně.
Barevnost je snad nejstudovaněǰśı kombinatorický pojem. Proč je to tak?
Za něco může historie, ale je faktem také je, že tento v podstatě jednoduchý
pojem vystihuje podstatu (obt́ıžnosti) mnoha problémů.

Takže úplný graf Kn má barevnost n a každý strom (s alespoň 2 vrcholy)
má barevnost 2. Erdős ukázal již v roce 1958 , že existuj́ı př́ıklady graf̊u, které
maj́ı libovolně velkou barevnost a přitom jsou lokálně stromy: Pro každé k, l
existuje graf Gk,l tak, že χ(Gk,l) ≥ k a přitom graf Gk,l neobsahuje kružnice
délky ≤ l.

Erdős̊uv d̊ukaz je jednou z kĺıčových aplikaćı pravděpodobnostńı me-
tody, ale neposkytuje žádný návod pro konstrukci grafu Gk,l. Konstrukce
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graf̊u Gk,l byla dlouhou dobu otevřený problém, než taková konstrukce byla
nalezena Lovászem v jedné z jeho prvńıch praćı [15] (Tento výsledek byl
také jedńım z vrchol̊u výše zmı́něné konference v Calgary.)

Později se ukázalo, jakou d̊uležitost podobné grafy maj́ı a proč je d̊uležité
je explicitně znát a umět sestrojit. To vedlo k celé teorii na pomeźı teo-
rie grup, teorie č́ısel, algebraické teorie graf̊u a samozřejmě kombinatoriky,
kde jsou s kĺıčovými pojmy expandér, Ramanujanovy grafy a sparsifikace.
Konstrukce a struktura graf̊u podobných Gk,l byla a je jedńım z kĺıčových
problémů konečné kombinatoriky a rovněž teoretické informatiky a má cha-
rakter ságy (viz. např. [11, 30] ).

3 Shannonova kapacita grafu – teorie informace

Jeden ze zakladatel̊u teorie informace Claude Shannon položil v roce 1956
otázku, zda opakováńım symbol̊u můžeme dosáhnout větš́ı propustnosti
kanálu, v němž docháźı k chybám záměny symbol̊u. To lze matematicky
vyjádřit jako nezaměnitelnost (nezávislost) v silném součinu � mnoha kopíı
výchoźıho grafu, který vystihuje záměnnost symbol̊u. Jestliže maximálńı
počet nezaměnitelných symbol̊u (nebo jejich posloupnosti) označ́ıme α, po-
tom Shannonova kapacita grafu G je θ(G) je limitńı hodnota následuj́ıćıho
výrazu pro součin k kopíı grafu G: α(G�G� . . .�G)1/k.

Nalézt Shannonovu kapacitu je obecně velmi obt́ıžné, např. již pro cyklus
délky 7 je kapacita dosud neznámá. Lovász však dosáhl v roce 1979 prvńıho
pokroku: v práci [16]. Dokázal určit Shannonovu kapacitu pro velkou tř́ıdu
graf̊u. Speciálně ukázal, že θ(C5) =

√
5. Připomeňme, že α(C5) = 2 a tedy 2

je dolńı odhad pro θ(C5). Ale již α(C5�C5 = 5 a tedy θ(C5) ≥
√

5. Nalezeńı
těsného horńıho odhadu však trvalo čtvrt stolet́ı.

Metoda [16] byla také velmi zaj́ımavá. Lovász našel nový invariant ϑ(G),
Lovászova ϑ funkce, který spoč́ıvá v minimalizaci jisté kvadratické funkce a
ukázal, že pro každý graf G plat́ı α(G) ≤ θ(G) ≤ ϑ(G).

Článek [16] představuje také jednu z prvńıch kombinatorických aplikaćı
nelineárńıch metod (speciálně semidefinitńıho programováńı). V souvislosti
s polynomiálńımi algoritmy pro lineárńı programováńı prošly tyto nelineárńı
metody renesanćı. Kniha M. Grötschel, L. Lovász, L. Schrijver [8] je dnes
klasickou knihou, která motivovala daľśı intenzivńı výzkum (je to také nej-
citovaněǰśı Lovászova kniha).

Zpět k θ(C5): Reprezentace C5 dokazuj́ıćı θ(C5) = ϑ(C5) je geometrická
(připomı́ná deštńık, známá jako tzv. Lovász̊uv deštńık). Dokonce i tento
d́ılč́ı výsledek byl inspiraćı pro mnoho podobných reprezentaćı. Lovász sám
o tom nedávno napsal knihu [19]. Co všechno vznikne z pěticyklu! A zdáńı
klame. Vhodněǰśı je ř́ıci: Co všechno vznikne z pěkného limitńıho Shanno-
nova problému.
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4 LLL poprvé – teorie č́ısel

Nejcitovaněǰśı Lovászovou praćı (a praćı explicitně zmı́něnou v materiálech
Abelovy ceny) je výsledek, který se týká nalezeńı nejkratš́ıho vektoru v
dané celoč́ıselné mř́ıžce. Přesněji se jedná o následuj́ıćı situaci: V reálném n-
dimenzionálńım prostoru Rn a pro nějakou jeho bázi b1, . . . ..bn uvažujeme
množinu Lvšech celoč́ıselných lineárńıch kombinaćı

∑
zibi , kde zi jsou celá

č́ısla.

L se nazývá celoč́ıselná mř́ı̌zka. Mř́ıžky se vyskytuj́ı nejenom v mo-
derńım kontextu diskretizace spojitých problémů, ale byly již dávno stu-
dovány např. v kontextu teorie č́ısel (připomeňme alespoň jména Gauss,
Minkowski; d̊uležité výsledky v této oblasti patř́ı taká Vojtěchu Jarńıkovi).

V mnoha aplikaćıch se vyskytuje následuj́ıćı úloha: Pro danou mř́ıžku
nalezněte délku nejkratš́ıho (samozřejmě nenulového) vektoru v L. Označme
tuto délku λ(L) (samozřejmě λ(L) může být podstatně menš́ı než délky
generuj́ıćıch vektor̊u bi). Nalézt λ(L) a př́ıslušný vektor neńı snadné a jsou
známy pouze odhady. Ve skutečnosti už jenom nalezeńı přibližného řešeńı je
obt́ıžné (ve smyslu teorie složitosti).

Arjen Lenstra, Hendrik Lenstra a László Lovász nalezli v práci [12] po-
lynomiálńı algoritmus, který najde nenulový vektor b v dané mř́ıžce L jehož
délka je nejvýše 2(n−1)/2λ(L) (multiplikativńı chybu je možno ještě zlepšit,
ale je exponenciálńı v dimenzi mř́ıžky). Při zpětném pohledu se tento algo-
ritmus jev́ı jako přirozené zobecněńı 2-dimenzionálńı verze problému (kterou
již vyřešil Gauss). Nav́ıc je to algoritmus jednoduchý.

LLL-algoritmus zp̊usobil revoluci v kryptografii, celoč́ıselném progra-
mováńı a v teorii č́ısel, kde vedl rovněž k vyvráceńı staré (Stieltjes - Merten-
sovy domněnky), souvisej́ıćı s Riemannovou hypotézou (Andrew Odlyzko a
Herman te Riele).

5 LLL po druhé – pravděpodobnost

Tentokrát má zkratka LLL jiný význam a označuje také jiný výsledek.
Lovászovo Lokálńı Lemma (tedy LLL v tomto odstavci) je výsledek z ele-
mentárńı teorie pravděpodobnosti. Motivujeme ho následuj́ıćı úvahou: Uvaž-
me množinu náhodných jev̊u X1, . . . , Xn a předpokládejme, že pravděpodob-
nost každého jevu je < 1. Potom plat́ı, že pravděpodobnost, že žádný z jev̊u
nenastane je kladná (i když třeba velmi malá). LLL tuto úvahu kvalitativně
zobecňuje pro závislé jevy:

Věta (Lovászovo Lokálńı Lemma) [6]

Necht’ X1, . . . , Xn jsou náhodné jevy, z nichž každý se vyskytuje s pravdě-
podobnost́ı nejvýše p < 1. Jestliže každý jev Xi je nezávislý na alespoň n−d
jiných jevech, a jestliže plat́ı 4pd ≤ 1, potom je pravděpodobnost, že žádný
z jev̊u nenastane kladná.
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(Odhad 4pd ≤ 1 je z p̊uvodńı práce [6] a lze ho zlepšit na epd ≤ 1.
Lemma má také množstv́ı variant.)

Tento výsledek byl p̊uvodně motivován problémy, které se týkaly roz-
klad̊u geometrických objekt̊u a množinových systémů (již struktura systémů
trojic s barevnost́ı > 2 je složitá). Jeden z problémů pocházel od Ernsta
Strause (mj. asistenta A. Einsteina) a lze ho formulovat následovně:

Existuje pro každé kladné k č́ıslo f(k) tak, že pro libovolnou množinu S
celých č́ısel velikosti alespoň f(k) existuje obarveńı všech celých č́ısel pomoćı
k barev tak, že libovolné posunut́ı (translace) množiny S bude obarveno
pomoćı všech k barev?

Erdős a Lovász Straus̊uv problém vyřešili pomoćı Lokálńıho Lematu a
ukázali, že f(k) ≤ O(n log n).

Lokálńı lemma se záhy ukázalo jako velmi užitečné a našlo mnoho apli-
kaćı v kombinatorice, teorii č́ısel i jinde. Je to dnes jeden ze standardńıch
trik̊u, který se vyučuje často v základńıch kurzech. Jak vtipně poznamenal
Joel Spencer: Lokálńı lemma lze použ́ıt pro d̊ukaz existence jehly v kupce
sena. Ale pouze existence, nebot’ d̊ukaz Lokálńıho lemmatu je pravděpo-
dobnostńı a nedává metodu jak jehlu nalézt. Teprve mnohem později bylo
Lokálńı lemma dokázáno konstruktivně. Za tento výsledek źıskali Gödelovu
cenu v roce 2020 R. Marcus a G. Tárdos. (Poznamenejme , že konstruktivńı
řešeńı Strausova problému je již v práci [2].) LLL (jakožto v roce 2020 kom-
binatorický princip) má mnoho souvislost́ı. V posledńı době se studuj́ı také
nekonečné (měřitelné) verze LLL (A. Bernshteyn, G. Kun, O. Pikurko a jińı;
viz např́ıklad [3]).

6 Vněǰśı algebra

Jǐŕı Matoušek napsal několik skvělých kńıžek a jeho kńıžka 33-miniatur [27]
je obzvlášt’ obĺıbená. Je to kniha krásných př́ıklad̊u např́ıč matematikou, jak
jsme se o tom zmı́nili už v úvodu. Jeden z jeho př́ıklad̊u je metoda vněǰśı
algebry. Ilustrujme to př́ıkladem Pražské dimense grafu, (oṕıráme se přitom
o článek [24]):

Lze snadno dokázat, že každý graf je (indukovaným) podgrafem součinu
úplných graf̊u. Dimenze podgrafu dim(G) grafu G je potom minimálńı počet
úplných graf̊u, které stač́ı vynásobit, aby vzniklý součin obsahoval kopii
grafu G. Je snadné dokázat, že dimKn = 1 a také, že dimense součinu t
kopíı grafu Kn je nejvýše t (tedy, že dim(Kt

n) ≤ t). Je velmi pěkné, že
plat́ı dokonce dim(Kt

n) = t pro každé n ≥ 2, t ≥ 1. Je to však obt́ıžněǰśı
a bylo to dokázáno v práci [24], která je jedńım z prvńıch př́ıpad̊u použit́ı
metody vněǰśı algebry (navržené Lovászem již v práci [21]): Protože K2

2 je
isomorfńı grafu K2 + K2, je také Kt

2 isomorfńı párováńı (t.j. disjunktńım
hranám) velikosti 2t−1. Potom je možné ukázat (a je to obsaženo v [24]), že
každá reprezentace párováńı pomoćı součinu k úplných graf̊u vede na 2k−1
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nezávislých vektor̊u vněǰśı algebry a tedy nutně k ≥ t .

7 Perfektńı grafy – Bergeova hypotéza

Perfektńı grafy jsou v jistém smyslu protikladem graf̊u zmiňovaných v od-
stavci 2. Jsou to právě ty grafy, pro které plat́ı χ(G′) = ω(G′) pro každý
(indukovaný) podgraf G′ grafu G, kde ω(G′) je maximálńı velikost úplného
podgrafu grafu G′ . Takové grafy se nazývaj́ı perfektńı. Jeden z pionýr̊u te-
orie graf̊u francouzský matematik Claude Berge formuloval na konci 50tých
let dvě, (později velmi proslulé) domněnky:

1. GrafG je perfektńı právě když je perfektńı jeho doplněk . (Připomeňme,
že doplněk grafu G je tvořen pravě všemi nehranami grafu G.)

2. Graf G je perfektńı právě když G ani jeho doplněk neobsahuj́ı kružnici
liché délky > 3 jako (indukovaný) podgraf.

Zřejmě 2 ⇒ 1 a proto byly tyto domněnky jako malá a velká Bergeova
hypotéza(v anglické literatuře častěji weak and strong). Nejsou to izolo-
vané problémy. Mnoho základńıch tř́ıd graf̊u jsou tř́ıdy perfektńıch graf̊u a v
kontextu matematické optimalizace a zvláště pak (celoč́ıselného) lineárńıho
programováńı se jedná o centrálńı problémy, které maj́ı řadu ekvivalentńıch
formulaćı. Pro každý perfektńı graf G také plat́ı α(G) = ϑ(G) = θ(G) (viz
odstavec o Shannonově kapacitě).

Lovász v roce 1972 vyřešil malou Bergeovu hypotézu velice elegantńım
zp̊usobem [18] , t́ım , že dokázal v podstatě jednoduché tvrzeńı, které tvoř́ı
jádro problému:

Lemma Je-li graf perfektńı potom i graf , který vznikne zdvojeńım
některého vrcholu, je perfektńı.

Zde zdvojeńı vrcholu v v grafu G = (V,E) spoč́ıvá v přidáńı nového
vrcholu v′ který tvoř́ı hranu s v a také se všemi vrcholy, s nimiž tvoř́ı hranu
v (v grafu G).

Použit́ım tohoto lematu se dá již malá Bergeova hypotéza snadno dokázat
(mnohonásobným opakováńım lemmatu). Poznamenejme, že velká Bergeova
hypotéza byla vyřešena mnohem později (v roce 2006 v práci [5], která má
179 stran v jednom z nejlepš́ıch matematických časopis̊u! Spoluautorem to-
hoto d́ıla je Robin Thomas.)

8 Barevnost pomoćı Topologie

Jako posledńı konkrétńı př́ıklad chci zmı́nit Kneserovu domněnku. Známý
německý matematik Martin Kneser formuloval v roce 1955 zdánlivě prostin-
kou otázku:

Necht’ X je množina s n− 2k + 2 prvky, označme
(
X
k

)
množinu všech k

bodových podmnožin. Jestliže rozděĺıme
(
X
k

)
na méně než n− 2k + 2 část́ı,
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potom lze vždy naj́ıt dvě disjunktńı množiny které jsou ve stejné části.

Snadno se nahlédne, že Kneser̊uv problém je otázka zda Kneser̊uv graf
KG(n, k) má barevnost n− 2k+ 2. Zde KG(n, k) je graf, jehož vrcholy jsou
všechny k-prvkové podmnožiny X, přičemž dvě množiny tvoř́ı hranu právě
když jsou disjunktńı. Nakreslete si sami graf KG(5, 2), má 10 vrchol̊u a 15
hran a má jméno – Petersen̊uv graf. Má pozoruhodné vlastnosti! Je snadné
nahlédnout, že χ(KG(n, k)) ≤ n − 2k + 1. Nalézt dolńı odhad je mnohem
obt́ıžněǰśı a problém byl dlouhou dobu otevřený.

Lovász v práci [20] podal kladné řešeńı Kneserova problému pomoćı me-
tod algebraické topologie. To bylo velmi překvapivé a inspirovalo to řadu
matematik̊u v nejr̊uzněǰśıch oborech. Lovász̊uv d̊ukaz neńı nejjednodušš́ı.
Nebyl to sice ”Book proof”, ten podal záhy poté Imre Bárány, Lovász̊uv
d̊ukaz však otevřel stavidla pro souvislosti extremálńıch problémů a alge-
braicke topologie a stal se inspiraćı pro celou teorii. Tyto metody přispěly k
řešeńı mnohých daľśıch problémů (např. problému barevnosti součin̊u který
jsme zmı́nili v prvńım odstavci). Jádrem d̊ukazu je Borsuk-Ulamova věta.
Později Matoušek nalezl kombinatorický d̊ukaz Lovászovy věty a po řadě
článk̊u (např. spolu s G. Zieglerem a A. Björnerem) věnoval celou knihu
[28] aplikaćım topologických metod v kombinatorice a jinde. V předmluvě
Matoušek ṕı̌se, že Lovász̊uv d̊ukaz Kneserovy věty je ”masterpiece of imma-
gination”.

Zakončeme tento ohňostroj krásných vět např́ıč matematikou a teore-
tickou informatikou. Čtenář může snadno nabýt dojmu, že výše uvedené
výsledky jsou jen mistrovské miniatury. To nepochybně také jsou, nebot’

některé byly zařazeny do kontextu podobných krásných d̊ukaz̊u např. v již
zmı́něných knihách [27] a [1]. (Kniha [1] obsahuje d̊ukaz pomoćı Lovászova
deštńıku.)

Stává se však velmi zř́ıdka, že známý a dlouho otevřený problém se
podař́ı elegantně vyřešit a toto řešen okamžitě obohat́ı celý obor. Je neuvěři-
telné, že právě taková řešeńı Lovász opakovaně předkládal světové veřejnosti
(a samozřejmě kromě mnoha svých daľśıch vědeckých publikaćı a aktivit).

Do tohoto článku jsme vybrali právě výsledky, které maj́ı obecněǰśı plat-
nost a které se staly základem intenzivńıho výzkumu, nebo př́ımo celých te-
oríı. Obory jako kombinatorická optimalizace, aplikace elipsoidové metody,
algebraická teorie graf̊u (a zde zvláště homomorfismové problémy), topolo-
gické metody v teorii graf̊u, si lze těžko představit bez pionýrských praćı L.
Lovásze.

Některé z těchto obor̊u jsme uvedli dř́ıve, ale jiné oblasti jsme opomi-
nuli úplně. Nebylo tak mı́sto se podrobněji zmı́nit o praćıch týkaj́ıćıch se
topologických reprezentaćıch graf̊u v prostoru (např́ıklad charakteristika lin-
kless vnořitelných graf̊u tj. graf̊u vnořitelných do prostoru bez propletených
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Obrázek 2: Prague 2020 (photo by Charles University).

cykl̊u) nebo zmı́nit rozsáhlý výzkum v teoretické informatice a náhodných
grafech a obecněji náhodných strukturách (které možná představuj́ı největš́ı
d́ıl jeho publikaćı).. Úplně jsme opominuli také současný Lovász̊uv výzkum
v hraničńıch oblastech teorie graf̊u, funkcionálńı analýzy a teorie náhodných
graf̊u a teorie śıt́ı představovaný teoríı grafových a strukturálńıch limit. Této
velmi rychle se rozv́ıjej́ıćı oblasti (kterou Lovász hlavně vybudoval se svými
spolupracovńıky, kterými byli a jsou např. B. Szegedy, J. Chayes, Ch. Borgs,
viz např́ıklad práce [26, 4]) věnoval Lovász monografii [22].

Knižńı publikace jsou Lovászovou silnou stránkou. Dosud napsal 11 knih
a všechny jsou významné, poč́ınaje Combinatorial Problems and Excercises,
která se v 80tých letech stala doslova světovou bibĺı kombinatorik̊u [23]. Je to
kniha (většinou) snadno formulovaných otázek a problémů, kniha stručných
návod̊u pro jejich řešeńı a kniha zevrubných d̊ukaz̊u. V této souvislosti po-
znamenejme, že jiná jeho stará kniha o párováńı (spolu s M. Plumerem)[25]
je dosud aktivně použ́ıvána a často citována.

Při recenzi knihy [22] v časopise Bulletin American Mathematical Society
jsem ocitoval Michela Mendès France, který mi jednou řekl, že správný pocit
při čteńı krásné matematiky je závist. A že podobné pocity může mı́t čtenář
při četbě knihy [22].

Lovász̊uv mimořádný výzkum a rovněž znalost a přehled matematiky
jako celku se odráž́ı rovněž v jeho veřejných vystoupeńıch a přehledných
článćıch. Např́ıklad do rozsáhlé knihy [9] přispěl hned čtyřmi kapitolami.
Jiné přehledné práce maj́ı např́ıklad následuj́ıćı názvy: ”One mathema-
tics”nebo ”Discrete and Continuous: Two sides of the same?”Lovász̊uv vliv
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na současnou matematiku je těžké pominout. Lovász je velká osobnost. Byl
jsem opakovaně svědkem toho, jak radikálně ovlivnil vědecké prostřed́ı v
instituci, pro kterou pracoval (např́ıklad v Szegedu nebo v Redmondu).

Výsledkem Lovászovy vědecké excelence bylo mnoho významných oceněńı
(např. řada čestných doktorát̊u, včetně Univerzity Karlovy z roku 2020;
Kyotská cena 2010, Wolfova cena státu Izrael 1999, Gödelova cena 2001,
dvakrát Fulkersonova cena 1982 a 2012, Pólya cena 1979 a několik státńıch
vyznamenáńı Mad’arska včetně nejvyšš́ıho řádu Svatého Štěpána v roce
2021). Lovász je rovněž členem 10 významných zahraničńıch akademíı.

Obrázek 3: Oznámeńı konference u př́ıležitosti Dr.h.c. na UK (návrh Andrew
Goodall a J.N.)

Lovász přednesl řadu d̊uležitých přednášek včetně plenárńı přednášky
na Mezinárodńım kongresu matematik̊u v roce 1990 v Kyotu (které jsem
měl čest předsedat). 20 let poté byl Lovász zvolen prezidentem Mezinárodńı
matematické Unie (v roce 2010 v Hydarabadu) a po dvě (nelehká) obdob́ı
byl předsedou Mad’arské akademie věd.

Abelovu cenu za rok 2021 źıskal Lovász spolu s Avi Wigdersonem z
Princetonu. Citace od̊uvodněńı uděleńı této ceny zńı:

Za základńı př́ıspěvek k teoretické informatice a diskrétńı matematice a
jejich vedoućı roli v přetvořeńı těchto discipĺın na jedny z centrálńıch oblast́ı
moderńı matematiky.

Svědectv́ı o tom jsem se pokusil podat v tomto článku.

Děkuji Heleně Nešetřilové za četné připomı́nky k textu.
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